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图 论 研究 的 问题 有 的 慰 远 令 长 ,可 追 屠 到 欧 拉 。 它 成 为 数学 一 活路 分 支 则 悬 近 30 年 的 事 ， 60 年代 
以 来 发 现 它 在 许多 领域 有 着 广泛 的 应 用 ,特别 是 计算 机 科学 .电路 网 络 等 ,图 论 的 引进 改变 了 它们 的 面 


я. 


本 书 以 讲述 图 论 的 应 用 为 主 ,介绍 它 解决 问题 的 思想 和 算法 。 全 书 分 基 季 理论 篇 和 应 用 篇 两 大 部 
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计算 机 科学 组 合 学 丛书 
B š 


电子 计算 机 的 出 现 是 20 世纪 的 大 事 , 它 改变 了 我 们 这 个 世界 的 面 狗 。 可 以 毫 不 夸张 地 
说 , 它 的 影响 谢 及 所 有 的 角落 ,几乎 无 处 不 感觉 到 它 的 存在 。 数学 更 不 例外 。 严格 地 说 ,电子 
计算 机 本 身 就 是 近代 数学 的 辉煌 成 就 。 将 计算 机 与 数学 割裂 开 来 , 既 不 合理 也 不 可 能 。 组合 
学 也 就 是 在 计算 机 科学 簿 勃发 展 的 刺激 下 而 电 起 的 ,从 而 成 为 近 若干 年 来 最 活 婚 的 数学 分 
支 。 它 研究 的 问题 有 的 可 筷 潮 到 欧 拉 和 哈密 尔 顿 等 18 世纪 的 数学 家 ,但 它 成 为 一 新 的 分 支 
还 是 近 若干 年 的 事 。 它 从 与 计算 机 科学 相 结合 中 获得 了 广 曾 的 发 展 空间 ,从 而 也 为 计算 机 科 
学 莫 定 了 理论 基础 。 

什么 是 计算 机 科学 呢 ? 有 的 学 者 将 它 定义 为 研究 算法 的 一 门 学 科 。 研 究 算法 无 疑 是 计 
算 机 科学 的 重要 领域 ,也 是 本 从 书 的 核心 内 容 , 贯 穿 始终 。 组 合 学 家 在 20 世纪 70 年 代 初 建 
立 的 算法 复杂 性 “NP 理论 ”, 至 今 仍然 令 无 数 计算 机 科学 工作 者 与 数学 工作 者 为 之 折腰 。 
计算 机 科学 里 的 组 合 学 内 容 十 分 广泛 。 本 从 书 涉及 组 合 分 析 、 图 论 .组 合算 法 、 近 代 窗 
码 学 ,编码 理论 及 算法 复杂 性 等 七 部 分 。 
组 合 分 析 是 算法 的 理论 基础 .组合 分 析 之 与 组 合算 法 犹如 数学 分 析 之 与 计算 数学 、 众 所 
周知 ,前 者 是 后 者 的 理论 根基 。 
图 论 原本 是 组 合 数学 这 个 “家 族 "的 主要 成 员 , 只 因 它 已 成 长 壮大 , 故 自立 门户 独立 
出 去 。 

算法 复杂 性 的 NP 理论 是 近 30 年 的 一 大 成 就 。 研 究 表明 对 于 一 类 时 做 NPC 类 的 困难 
问题 ,至 今 都 不 存在 有 效 算 法 ,但 它们 难度 相当 ,只 要 其 中 任何 一 个 找到 多 项 式 解 法 , 则 全 体 
都 获得 解决 :成 证 明 它 们 根本 不 存在 有 效 办 法 .不 论 是 前 者 还 是 后 者 都 还 看 不 见 需 到 海平 而 
EIE. Eua T A ERI GET E. 密码 学 是 其 中 十 分 引 人 人 胜 的 分 支 。 如 若 设计 好 的 
密码 ,对 它 的 破译 等 价 于 某 一 NPC 类 困难 问题 ,无 疑 这 样 的 密码 将 是 牢 不 可 破 的 。 

在 计算 机 网 络 深 入 普及 的 信息 时 代 , 信息 本 身 就 是 时 间 ,就 是 财富 。 信 息 的 传输 通过 的 
是 脆弱 的 公共 信道 ,信息 储存 于 "不 设防 "的 计算 机 系统 中 ,如 何 保护 信息 的 安全 使 之 不 被 穿 
取 及 不 至 于 被 繁 改 或 玻 坏 ,已 成 为 当今 被 普遍 关注 的 重大 问题 。 密 码 是 有 效 而 且 可 行 的 办 
法 。 在 计算 机 网 络 的 刺激 下 ,近代 密码 学 便 在 算法 复杂 性 理论 的 基础 上 建立 起 来 了 。 密码 作 
为 一 种 技术 ,自从 人 类 有 了 战争 ,不 久 便 有 了 它 。 但 作为 一 门 学 科 则 是 近 20 多 年 的 事 。 E.Z 
于 它 已 成 为 其 它 学 科 的 基础 。 密 码 也 从 此 走出 “军营 ”, 进 入 百姓 家 。 

实际 中 的 “优化 "问题 是 大 量 的, 半 个 多 世纪 以 来 它 曾经 几 度 辉 炮 。 近 来 在 计算 机 科学 
HRAT LAA TETARA РАР. AA. 

实际 上 密码 也 是 一 种 编码 ,如 果 说 密码 学 研究 的 编码 是 保证 通信 的 保密 与 安全 , 则 编码 
理论 研究 的 是 通信 中 如 何 纠 错 与 检 错 。 计 算 机 纠 错 码 是 既 实 用 理论 上 又 饶 有 趣味 的 分 支 。 

本 从 书 是 作者 在 清华 大 学 计算 机 科学 与 技术 系 长 期 工作 的 总 结 。 它 不 是 一 部 “长 篇 " 记 
述 , 而 是 互相 关联 又 彼此 相对 独立 ,因此 难免 有 少量 交叉 .它们 涉及 的 面 如 此 之 广 , 园 于 作者 
的 水 平 ,缺点 和 错误 在 所 难免 , 敬 请 读者 不 音 指正 。 谢 谢 。 
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图 论 是 一 门 既 古老 而 又 年 轻 的 学 科 。 说 它 古 老 , 因 为 它 可 以 追 漳 到 17 世纪 的 Euler, 
讲 图 论 没有 不 提 到 Kaniaberg 桥 的 问题 ,Euler 解决 它 用 到 图 的 方法 确 是 非常 典型 的 例 
子 。 但 它 成 为 一 门 学 科 , 还 是 近 30 年 的 事 。 

近 若 干 年 来 ,在 计算 机 科学 医 过 发 展 的 刺 浅 下 ,图 论 也 获得 一 个 很 大 的 空间 。 在 计算 
机 的 许多 领域 里 , 它 都 占有 一 席 之 地 ,有 了 自己 的 位 置 .不 仅 如 此 ,在 物理 学 、 生 物 学 、 电 力 
工程 .运筹 学 、 以 及 社会 科学 等 领域 都 有 它 的 应 用 。 可 以 这 么 说 ,图 论 之 所 以 成 为 图 论 ,是 
因为 它 显示 了 很 好 的 应 用 前 景 。 

本 书 从 第 1 版 出 版 到 现在 ,已 超过 10 年 ,作者 根据 这 几 年 的 实践 ,对 它 作 了 比较 彻底 
的 改写 。 全 书 共 七 章 ,分 基础 理论 篇 和 应 用 篇 两 部 分 。 前 一 部 分 及 第 五 章 由 卢 华 明 执笔 ， 
增加 了 许多 新 内 容 , 比 如 Petri 网 , 它 是 近 若 干 年 新 兴起 很 有 前 途 的 分 支 。 对 研究 并 行 计 
算 、 复 杂 系统 等 有 帮助 。 图 论 作 为 离散 数学 的 成 员 没有 理由 将 Peri 网 拒 之 门 外 。 

本 书 仍 以 研究 算法 为 主 ,以 学 以 致 用 为 目的 。 当 然 错误 和 缺点 在 所 难免 , 望 读者 不 将 
指教 。 
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ж-е 图 的 基本 概念 


$1 引 论 


图 论 是 一 新 的 数学 分 支 ,也 是 一 门 很 有 实用 价值 的 学 科 , 它 在 自然 科学 、 社 会 科学 等 
各 领域 均 有 很 多 应 用 。 近年 来 它 受 计算 机 科学 蓬勃 发 展 的 轴 激 ,发 展 极其 迅速 . 应 用 范围 
不 断 拓 广 , 已 渗透 到 诸如 语言 学 ,逻辑 学 ,物理 学 .化 学 .电讯 工程 .计算 机 科学 以 及 数学 的 
其 它 分 支 中 。 特 别 在 计算 机 科学 中 ,如 形式 语言 .数据 结构 .分 布 式 系统 ,操作 系统 等 方面 
均 扮演 着 重要 的 角色 。 

首先 我 们 来 看 几 个 实际 的 问题 。 


—. Kánisherg 七 桥 问 题 (或 Euler 回路 问题 ) 


图 论 所 研究 的 问题 源远流长 。 远 在 18 世纪 ,著名 的 Kinisberg 七 桥 问题 就 是 当时 很 
有 趣 的 问题 .Knisberg 城 在 18 世纪 属于 东 普鲁士 , 它 位 于 Pregel 河畔 ,河中 有 两 个 小 岛 ， 
河 两 岸 和 河中 两 岛 :通过 七 座 桥 彼 此 租 连 ( 见 图 1-1-1). 


B 1-11 


有 一 趣味 问题 :游人 从 两 岸 4, 或 两 个 小 岛 
CD 中 任 一 个 地 方 出 发 ,要 找到 一 条 路 线 做 到 每 A 
座 桥 恰 通 过 一 次 而 最 后 返回 原 地 。 问 题 看 来 不 复 
杂 ' 但 谁 也 解决 不 了 ,也 说 不 出 其 所 以 然 来 。1736 
年 ,当时 著名 的 数学 家 Euler 仔细 研究 了 这 个 问 b с 
题 ,他 将 上 述 四 块 陆地 与 七 座 桥 间 的 关系 用 一 个 
抽象 图 形 来 描述 ( 见 图 1-1-2), Кф A B,CD 
别 用 四 个 点 来 表示 ,而 陆地 之 间 有 桥 相连 者 则 用 8 
连接 两 个 点 的 连 线 来 表示 ,这 样 上 述 的 Kenisherg 


七 析 问 题 就 变 成 为 由 点 和 边 所 组 成 的 图 1-1-2 的 B rr 


如 下 问题 : 
试 求 从 图 中 的 任 一 点 出 发 ,通过 每 条 边 一 次 .最 后 返回 到 该 点 ,这 样 的 路 径 是 否 存在 ? 
于 是 问题 就 变 得 简洁 明了 多 了 ,同时 也 更 一 般 . 更 深刻 。 这 就 是 图 论 中 的 Euler 问题 。 
关于 Kónisberg 七 桥 问 题 的 回答 是 否定 的 。 直 观 上 不 难 发 现 ,为 了 要 回 到 原来 的 地 
方 , 要 求 与 每 一 个 顶点 相关 联 的 边 的 数目 , 均 应 为 偶数 ,从 而 可 得 从 一 条 边 进入 ,而 从 另 一 
条 边 出 去 ,一 进 一 出 才 行 ,在 此 基础 上 ,Euler 找到 了 一 般 的 图 存在 这 样 一 条 回路 的 充分 而 
且 必 要 条 件 , 详 细 讨论 见 本 章 第 三 节 。 


=. 路径 问题 


如 图 1-1-3 BER. WA vv os 代表 七 座 城市 ,有 方向 的 边 z 包 表示 从 WA о, 城 
的 单行 车 道 , 问 从 w EE 城 有 无 道路 相通 ? 


这 个 例子 很 简单 ,观察 图 1-1-3 就 不 难 给 出 解答 。 如 果 我 们 进一步 问 : 若 w RA o R 
有 道路 相通 ,共有 几 条 不 同 的 道路 ? 每 条 道路 中 间 经 过 饰 几 个 城市 ? 一 般 的 这 类 问题 就 不 
能 简单 地 通过 观察 法 来 解决 。 下 面 讨论 的 是 路 径 问 是 的 一 般 算法 。 


为 此 引进 矩阵 
А (abus 
其 中 
a= pase AR v AARM Ou) 相连 ; 
” lo,#) v AA v, 点 无 边 相连 。 
这 样 我 们 得 到 


> 
l 
S 
о ое кюк оо ос 
о о о о ко кє 
© юы о кю о ообо 
о кю о о о б 
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0010, 
V. Up Va U. Us Us V 


而 且 得 


1001010 
0000000 
0010010 
А=А:А= 11 2 0 1 1 3 1|= (a), 
1120201 
01000 11 
0010000 
其 中 ‚ 
а = У) ашы 
A 
同样 可 得 到 
1 1 2 02 01 
0000000 
01 1001 1 
аз = ALASSA А#=(д”у= |2 141221 
2302152 
0010010 
0100011 
其 中 | 
aP = Yapa, = Yasa, 
£ £= 
一 般 有 : 
A! = (aP 
其 中 


Й 
а? = >а а. 
= 
MERRE а LELROR fF2 SERS Ж. Пай, 
П 
ар = > ашан = ana, + аваз 十 … + алада 
= 


а * 450 当 且 仅 当 am 一 ap 一 1, 换 句 话说 ,就 是 从 z 到 zw 和 从 B z; 都 有 直接 道路 
相通 ,所 以 af? HARRA vs 点 出 发 经 过 某 一 个 中 间 点 v 然后 到 o; 的 路 径 数 是 ,或 形象 
жй а? EA v. 出 发 两 步 到 达 上 的 路 径 数 目 。 例 如,z 和 一 2 表示 从 > 出 发 两 步 到 达 v 的 
路 径 有 两 条 ,从 图 1-1-3 中 不 难看 出 有 ии v 和 wa 而 且 仅 有 这 两 条 。 

明白 了 上 述 道 理 , 要 求 从 色 点 出 发 经 步 所 能 到 达 的 点 ,只 需求 矩阵 A 的 第 一 行 元 
RUT. A! 的 第 一 行 行 向 量 用 A AR. ЖАР RW AIT , 故 若 只 计算 AP ,可 大 大 减少 
计算 量 ,&=2,3,*…,n。 

FTA * 光 的 值 表示 从 v HR «e ERNA o; HARRA E (a= 0 表示 不 存在 这 样 的 
路 径 ) 若 要 追问 这 一 路 径 是 什么 ? 它 沿途 经 过 哪 几 个 点 ? RUE aD ЕАМ 

.5， 


的 即 可 。 
例如 < 全 一 1, 我 们 来 看 看 a3 的 形成 过 程 : 
图 1-1-4 中 元 素 下 标记 录 所 经 过 的 路 径 ,如 下 标 15 BIA v us 的 道路 ,其 它 类 似 。 
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Аш 1-1-4 8T BL, AT? 中 的 4 由 AE" 中 的 all! 53 a ИЕГИ, ША n 出 发 两 步 到 
3k vu (O0 а? — D GE M RE REB vs. T att Reti AL? th al a ARTT Ш o, ШЖ 
第 一 步 到 ,第 二 步 才 到 o. В а ар АРА, ECRIRE inm ont cms. 

BREHM o 到 w 是 否 有 路 相通 ? 如 上 法 所 示 ,继续 求 AS A, A, WE * 多 什么 
时 候 出 现 非 零 元 索 ， 即 上 AHR, ай'э®0, 而 且 上 的 值 不 能 超过 6, BD ECT. 七 个 顶点 ， 
若 从 其 中 一 点 出 发 ( 设 为 w), 走 了 六 步 还 到 不 了 ш. 则 再 走 下 去 也 到 不 了 。 这 个 道理 留 
给 大 家 思考 。 

对 于 要 证 明 v, 没有 道路 走 到 vi ,还 可 以 采用 如 此 证 法 。 若 把 点 的 次 序 重新 排列 为 ; 


D40352 Uc SU, s :可 得 
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И 
Ал Aul! 
Ur Us Ua Uz Us U, U, 
其 中 
0100 
0100 
A991? shono 
"1010091, ^^ ` 
0001 
0 0 00 
ообо 
011 
Аа = |1 9 1 A = |0 9? 
u— ， ” 009. 
100 
оор 
“= [А MI» .J-[ АҺ MEI el 
Án ÁnliÁn Аш AnÁu t ÁnÁn А} AP А! 


而 且 不 难 证 明 ,对 于 任何 整数 恒 有 
АР О 
AP AP 
这 就 证 明 aj — 0. ДА w 出 发 不 论 走 多 少 步 都 到 不 了 w 。 实 际 上 它们 之 间 由 于 А-0, 
说 明 эзш э юзу юз 点 与 Us UO U) 点 不 通 , 即 没有 这 样 的 道路 。 

这 个 例子 只 是 讨论 从 一 点 到 另 一 点 有 没有 道路 相通 ? 有 几 条 道路 相通 ? 车 存在 几 条 
道路 相通 ,再 进一步 便 是 寻找 其 中 一 点 到 另 一 点 的 最 短 隆 径 同 题 ,这 是 一 个 很 有 实际 意义 
的 运筹 学 同 题 。 后 面 将 讨论 它 。 


=. 路径 问题 应 用 举例 


若 我 方 两 名 军事 人 员 和 敌 方 两 名 军事 人 员 同 到 某 一 现场 视察 ,途中 要 经 过 一 条 河 , 现 
只 有 一 只 小 船 ,每 次 最 多 只 能 乘 两 个 人 。 为 了 安全 起 见 , 当 敌 我 双方 人 员 同 时 在 场 时 应 避 
免 出 现 我 方 人 员 少 于 敌 方 人 员 的 情况 ,和 问 渡 河 的 方案 应 如 何 ? 

为 方便 起 见 , 设 用 (m,n, 由 表示 河 的 左岸 有 我 方 人 员 m A. WO AA n 人 的 状态 1 Cm， 
7) 表示 在 河 的 右岸 我 方 人 员 m AE An AHIRE. BREA ERA Onl) 
的 状态 , 则 右岸 的 状态 为 (2 一 m ,2 一 a,7)。 

现 将 全 部 可 能 的 状态 列举 如 下 : 


A= 


m 


2,7(2,2,D, w (Qu). 


v—O.100D. %==(2,1,^), 
z =(1,1,D, u= (1.1.7), 
v,—(2,0,D, vio (2,0,7), 
v.—(0,2,D, u= (0,2,7), 
= (0,1,0, = (0,1,r), 


TIERE XCECRIB П1,0,),(1,0,7)48:&. ЖШ EEUU K A£ TAN OG Ж 
而 它 的 对 岸 则 是 (1,2,>)，(1,2,0 ,这 是 不 允许 的 。 

渡船 的 全 过 程 可 以 看 作 是 状态 的 转移 , 则 状态 之 间 的 关系 ,可 用 图 1-1-5 表示 。 其 中 
点 表示 状态 ,状态 间 的 转移 用 连 线 表示 ,比如 从 v4C2,2, 站 可 以 迁移 到 wi.60,1,7) ,只 要 从 
左岸 运 一 敌 方 人 员 到 右岸 即 可 。(v.,v,) 联 线 上 的 (0,1) 符 号 说 明 这 关系 .显然 状态 之 间 的 
关系 是 可 逆 的 .对称 的 ,也 就 是 说 vi 可 以 转化 到 viz,vz 也 可 以 转化 为 v1。 相互 转化 的 两 状 
态 之 间 用 一 无 向 边 相连 。 如 连接 w 和 vs 等 等 。 

原 问 题 归结 为 从 图 1-1-5 RRM v 到 vw 的 路 径 。 且 每 条 路 径 表 达 一 种 渡船 的 
方案 。 


ш(2, 2, D 1102, 2, ғ} 
wy. 1. D (2, 1, r) 
u, 1, D val, 1, r) 
AO, 0, 1) vie(2, 0, 0) 
0.00, 2, D u (0, 2, r) 
voll, 1, fy Wa 1, n 
图 1-1-5 
如 前 面 例子 一 样 可 得 形式 如 下 的 对 称 矩阵 
a- [^ E (2 А) 
An Anl 1А Ө 


由 于 两 岸 状 态 的 对 称 性 ,所 以 矩阵 4 也 是 对 称 矩阵 。 点 的 排列 次 序 是 按 下 标的 自然 
次 序 , 即 wzayzay…votz, 其 中 4 一 4 一 0,( 转 第 10 页 ) 
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请 读者 说 明 上 述 规 律 的 实际 意义 。 


ИЕНЕН ОЖ ААА", eR АК (а). ЖЕШ fr 2 PHS ai A0. {84 
Trete auo 才 是 所 求 的 。 

令 AIP dti Be A! 中 第 一 行 元 素 组 成 的 行 向 量 。 运 算 过 程 见 第 9 页 图 1-1-6。 从 运 
算 结果 分 析 , 可 得 从 o, 到 о, 的 四 条 略 径 如 下 : 

1 iu ou 

2. au 

ovorum memos. " 

4. vicum "u 


或 用 图 1-1-7 表示 。 


CONS 
UNS C NM. © 


图 1-1-7 图 1-1-8 


КЕӨ ds zr t RE IE НЧЕ. Ho — T TU OR (Quos MRA А 人 , 敌 方 
各 大 的 一 种 状态 ,不 区 分 它 究竟 是 左岸 还 是 右岸 ,这 是 可 行 的 。 因 为 河 的 左岸 和 右岸 是 交 
奉 出 现 的 ,状态 迁移 图 可 用 图 (1-1-8) 来 表示 。 

HP v =(2,2),u.=(2,1),ui= (1,1) 0 (0,2),u;= (2,0) ,v= (0,1)。 

特别 要 指出 的 是 ,ws 点 有 一 从 u, 点 到 о, 的 自 环 , 它 表示 从 (2,1) 状 态 回 到 (2,1) 状 
态 , 但 已 从 河 的 一 岸 的 (2,1) 状 态 迁 移 到 河 的 另 一 岸 的 (2,1) 状 态 .这 样 的 贺 环 我 们 称 为 自 
环 , 或 简称 为 环 。 图 1-1-8 是 无 向 图 ,实际 上 每 条 边 都 是 双向 的 。 

同样 的 道理 ,从 ww(2,2) 点 出 发 走 一 步 到 w(0,1), 便 是 从 河岸 (2,2) 状 态 转移 到 对 岸 
的 (0,1) 状 态 。 于 是 问题 导致 求 从 vi 出 发 , 经 过 奇数 步 返回 wm 的 路 径 。 

另外 ,由 图 1-1-8 可 见 , 从 w 到 о, оо, 只 能 有 一 种 可 能 返回 w , 故 ws 可 省 略 不 考虑 。vs 
也 是 一 样 。 所 以 问题 就 大 大 地 简化 了 ,导致 求 图 1-1-9 中 从 mm 出 发 ， 经 奇数 步 重 返 w 的 

.10。 


路 径 。 
只 要 通过 观察 图 1-1-9 就 可 以 很 快 给 出 问题 的 解答 。 它 应 该 是 ， 
l. uuu. 
2. wu uuu 
3. аншоа кш 
4. up раа 


或 如 图 1-1-10 所 示 。 


У 
А “МИМИ 


国 1-1-9 图 1-1-10 


通过 计算 也 可 得 出 相同 结果 。 为 此 令 : 


uo 0 1 1 
7,|0 1 L 1 
A= 

wll 1 0 0|, 
wll 1 0 0 


V 19 Vi U. 


计算 A* 63.5. ,直到 出 现 a 从 不 为 零 为 止 。 按 照 前 面 的 方法 计算 如 图 1-1-11 所 


四 、Hamilton 回路 问题 


Hamilton 回路 是 以 1856 年 Hamilton 首先 提出 的 所 谓 环 球 航行 问题 而 得 名 。 如 图 1- 
1-13 所 示 ,20 个 顶点 分 别 表示 世界 20 个 名 城 ,两 个 顶点 间 的 连 线 表示 这 两 个 城市 间 的 
航线 。 要 求 旅行 者 从 某 一 城市 出 发 ,遍历 各 城市 一 次 且 仅 一 次 ,最 后 返回 出 发 点 。 

Hamilton 回路 问题 ,不 同 于 Euler 回路 问题 , 它 是 求 对 顶点 的 遍历 ,在 运筹 学 中 有 着 
实际 意义 .特别 是 求 Hamilton 回路 中 总 距离 最 短 的 问题 ,是 有 名 的 旅行 商人 问题 ,后 面 将 
讨论 它 。 

图 1-1-12 也 可 以 着 作 是 十 二 面体 ( 见 图 1-1-13) ,每 一 个 面 都 是 五 边 形 。 沿 着 十 二 南 
体 的 棱 , 到 达 每 一 个 项 点 时 ,都 面临 着 丙种 道路 的 选择 :一 是 向 左 , 另 一 是 向 右 。 向 左 的 道 
路 用 工 表示 ,向 右 的 道路 用 只 表示 。ZR 表示 第 一 步 向 左 转 ,第 二 步 向 右 转 , 其 它 同 理 类 
H. 

这 一 个 Hamilton 问题 的 解决 颇 有 趣味 , 现 介绍 如 下 。 由 于 有 : 

(a) (LL)R=L(LR); 
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Ф) В5=15=1, 

(с) RURS LRLALR'L-RLR| 

(d) RPR=L' LR'L= Ré, 

D= 的 意义 是 连续 向 右 转 5 次 回 到 原来 的 出 发 点 。 不 难 直 接 验证 上 面 等 式 是 正确 


依据 上 面 的 公式 可 得 下 面 的 推导 ， 
= R: = RR -E pep Ба = (LRR) = Cy 
= (egy —B [LLRIRY = [LRLR]} 
BUD CIAUBL)RLRY = [L'R'LRLRT 
— [LLLRRRLRLRY 
— LLLRRRLRLRLLLRRRLRLR, 


该 式 右 端 共 20 项 , 左 端 归 约 为 1。 说 明 沿 右 端的 规律 走 了 20 步 后 回 到 原 地 ,特别 是 
右 端 的 若干 部 分 项 没有 归 约 为 1 的 可 能 性 , 故 从 任 一 点 出 发 沿 右 端的 规律 而 遍历 每 一 点 
一 次 返回 原 地 。 

Ж. 计算 机 程序 的 流程 图 


一 般 编写 程序 以 前 都 须 先 画 出 程序 的 流程 图 ,例如 用 简单 的 办 法 “判定 大 于 1 的 整数 
i 是 否 是 案 数 "的 流程 图 如 图 1-1-14 所 示 。 


《5》 


图 1-1-]4 BH 1-1-15 


如 果 略 去 方 框 中 的 具体 内 容 ,将 每 个 方 框 抽象 成 一 个 点 , 则 流程 图 可 抽象 成 图 1-1-15 
的 有 向 图 。 实际 上 任何 一 个 程序 流程 图 ,都 可 用 一 个 有 向 图 来 刻 划 .。 将 程序 转化 为 程序 流 
程 图 以 后 ,问题 变 成 讨论 流程 图 的 性 质 , 它 形成 “数据 流 图 "一 个 新 的 分 支 , 它 的 讨论 超出 
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了 本 书 的 范围 。 但 利用 图 可 直观 地 判断 程序 的 逻辑 是 否 正 确 , 蚌 否 存 在 死 循 环 ,对 操作 系 
统 而 言 , 则 可 用 来 判断 是 否 存在 死 锁 现象 。 总 之 ,图 论 在 计算 机 科学 中 扮演 了 非常 重要 的 
角色 。 


六 、Ramsey 问题 


问题 是 这 样 的 :任意 6 个 人 在 一 起 .6 人 中 要 不 是 有 3 个 人 彼此 互相 认识 ,必然 有 3 
个 人 互相 不 认识 ; 即 两 种 情况 中 至 少 存在 一 种 。 

用 图 的 办 法 很 容易 给 Ramsey 问题 以 说 明 。 设 这 6 个 人 分 别 用 о ооз ооло окно 6 
点 表示 。 互相 认识 的 两 个 人 ,其 对 应 顶点 用 实 线 相连 , 互 不 相识 的 两 个 人 ,其 对 应 顶点 用 虚 
线 相连 。 两 个 人 要 么 认识 ,要 么 互 不 相识 ,两 者 必 
居 其 一 。 所 以 ,这 6 个 顶点 中 任何 一 点 ,与 其 它 任 
何 一 点 必 有 一 连 线 ( 实 线 或 虚线 )。 这 样 的 图 叫 完 
全 图 .问题 变 为 由 此 所 得 的 6 个 顶点 的 完全 图 中 ， 
至 少 存在 一 个 实 线 三 角形 或 虚线 三 角形 。 

为 说 明 结论 , 任 取 一 点 w, 它 与 其 它 5 点 的 联 
线 中 ,至 少 有 3 条 同 为 实 线 或 同 为 虚线 .不 妨 假设 
同 为 实 线 , 而 这 3 条 线 的 另 一 端点 分 别 为 ww， 
u. Ë 3 个 顶点 形成 的 三 角形 ,若是 虚线 三 角形 ， 
则 问题 得 到 解决 。 如 车 不 然 ,至少 有 一 条 边 设 为 
vio; HRR voz 便 是 一 实 线 三 角形 (图 1-1- 
16). 

所 以 Ramsey 问题 得 到 证 明 。 

这 一 节 给 出 了 一 些 利用 图 使 问题 变 得 直观 简单 的 实例 ,给 大 家 一 个 图 论 研 究 的 直观 
印象 ,下 面 我 们 介绍 图 论 的 一 些 基本 概念 。 


$2 图 的 概念 


一 般 几 何 上 将 图 定义 成 空间 一 些 点 (顶点 ) 和 连接 这 些 点 的 线 ( 边 ) 的 集合 。 

图 论 中 将 图 定义 为 一 个 偶 对 G 一 (V LE) ,其 中 Y 表示 顶点 的 集合 ,EE 表示 边 的 集合 。 
这 样 如 图 1-2-1 可 表示 为 

Vivo tu). E= (e, eset eseat o 

我 们 也 可 以 用 边 的 两 个 项 点 来 表示 边 。 如 果 边 e 的 两 个 端点 是 " 和 u, A е 可 写成 
e= ио) JE JL Go) RR uL o 的 无 序 对 。 即 two) 和 fu,ao) 都 表达 了 以 xz 为 端点 的 无 
向 边 。 若 不 引起 理解 上 混乱 ,通常 也 用 (nv) 来 表示 Cw,v) ,这 样 图 1-2-1 可 写成 ， 

G= (V.E), V = (але), 
E = {жуту ‚(ө уту), KUUD a Os) Gy) Vy) 

EE G= V ORRA KH n= VOER ШИН И (= LE DER, 若 IV | 和 

1E1 都 是 有 限 的 , 则 称 图 G 是 有 限 图 ,否则 称 为 元 限 图 。 本 书 只 讨论 有 限 图 的 情况 。 
MV 


上 面 讨论 的 图 G 的 边 的 两 个 顶点 是 无 序 的 ,一 般 称 其 为 无 向 图 ,在 实际 应 用 中 ,将 图 
和 每 条 边 分 配 一 个 方向 是 很 自然 的 。 当 给 图 С 的 每 一 条 边 规定 一 个 方向 , 则 称 其 为 有 向 
图 。 НАЕ Gi (E) 91000 е 用 与 其 关联 的 顶点 wz 的 有 序 对 来 表示 , 即 e= (ии), 
ER u 为 边 。 的 起 点 ,v 为 边 e 的 终点 。 那 么 图 1-2-2 所 示 的 有 向 图 可 表示 如 下 : 
G= (У,Е), V = (uU, tU 
E = (Qon n) Gn) Gne Cu) Cou vv Qnm). 
如 果 顶 点 v 是 边 。 的 一 个 端点 , 则 称 边 。 和 顶点 v 相关 联 (incident); 对 于 顶点 w 和 
о, Ë lu) € E DPR u Япо 是 邻接 的 Cadjacent)。 在 图 1-2-1 中 , 边 esse, res 都 与 顶点 wv 相 
SEHE ro, 分 别 与 wwzyos 相 邻 接 。 若 两 条 边 有 共同 的 顶点 , 则 称 这 两 条 边 是 邻接 的 。 图 1- 
2-1 中 , 边 e esse, 两 两 相 邻 接 。 
对 图 G- (E) G' = C ,E' ) 来 说 , 若 有 Y' CV Ж ЕСЕ, ЯИС ЖС 
个 子 图 ! 若 Y' CV 或 E' CE, 则 称 图 G' 是 G 的 一 个 真子 图 。 
对 无 向 图 G==(V ,EE), 定 义 : 
Тасо) A (ele = (о.о) € E), 
Adj) A (vile, = Gv) € Ev x vj), 
Яр IncCo GR EA o, 为 一 顶点 的 边 ( 即 与 w ORE 39 B0 86 Adj Co ES TUR. w RH AR 
接 的 顶点 的 集合 。 
对 有 向 图 如 一 (V.E) E X. 
Incet Qu) A (eile, = (u. € E), 
Inc (vj) A (е, |е = (0р0) € E). 
BlInc* (wi) 表示 以 v 为 始点 的 有 向 边 的 集合 ， 
Inc^ Go) BOR о 为 终点 的 有 向 边 的 集合 。 
同样 我 们 也 可 定义 : 
Adj* (07) A {vles = (0,0) € E); 
Adj Со) À (vjle, = (оу) € E). 


例 : 如 图 1-2-3 有 
Inclou) = {е,ез,е,}, Adj) = (uv 
Inclou) = (eiseres), Adj) = {vsih 
Inc) = (eyes eds AdjGu) = (v vu. 
“15е 
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e e, 
9 . 
Us е, 2. D, es ve 
图 1-2-3 图 1-2-4 
例 : 如 图 1-2-4 有 
Гас (ур) = le), 
Inc (0) = (le), 
Tne* Q4) = lesse, 
In (va) = lee. 


ЖХ WG-(U E) ROB REUS vi R: G 的 一 个 顶点 , 且 不 存在 自 环 ， 则 ao) 
А Ine) |, PATWA v IM BE. XE Ine Gu | 是 集合 Inco p ЛЖ C. ED go) 表示 
G BB EE vi О, RHE u 点 发 生 关联 的 边 数 。 
定义 ”对 于 有 向 图 G=(V,E) ,vi RE G (6 — US M 
d+ Ww) A |Inc* (vn) [i 
d (00) A |In (o) |, 
分 别称 为 顶点 内 的 出 度 和 人 度 。 
4%) Да (v) + d^ G4) 
称 为 顶点 内 的 度 。 
显然 若 习 是 有 向 图 的 顶点 ,而 且 有 自 环 时 , 则 此 自 环 既 从 出 发 ,又 进入 vi, 故 计算 
了 两 次 。 为 统一 起 见 , 对 无 向 图 G TUN BERI TIUS vi b В БЕЗЕ d CoD "P t REVECR 
如 在 图 1-1-13 中 ,4d (v0 4,40) —d(v2) 3. ER 1-1-14 H d * Co =l d (o) —1, 
d(vi)—2, 
由 上 面 的 讨论 ,很 容易 得 出 如 下 结论 ， 
结论 1 对 于 图 C 一 (7, 互 ) 便 有 
Sto = 2|Е|, 
EY 
证 明 留 给 读者 自己 来 完成 。 


结论 2 对 于 任意 图 G~=(V LE) , 度 为 奇数 的 点 数 必 为 偶数。 
证 明 从 上 面 结论 1 可 知 ,各 顶点 度 的 和 529) 为 偶数 。 设 度 为 偶数 的 顶点 集合 


为 V., 度 为 奇数 的 丁点 集合 为 V。, 则 : 
V =V, ЏУ,, 


Daw) + Ddw) = 2|Ё|, 
<= ye. 


显然 和 D don 为 偶数 。 因为 偶数 的 和 为 偶数 。 若 1V.| 为 奇数 , 则 > lao) 必 为 奇数 。 


因为 奇数 个 奇数 的 和 必 为 奇数 ,奇数 与 偶数 的 和 为 奇数 , 则 与 结论 Dda 十 Ddw) 
= 2|E| 相 矛 盾 。 故 |]V,| 必 为 偶数 。 | 


$3 道路 与 回路 


一 ,道路 与 回路 

定义 图 G= (VE) 的 一 个 优点 和 边 的 交替 序列 pm venae BL ei 的 端点 
为 如 和 wisi 二 112.… 怀 : 则 称 记 为 一 条 道路 (Path) ,vs 和 名 分 别称 为 的 恕 点 和 终点 。 
特别 如 产 中 所 有 的 边 均 不 相同 , 则 称 其 为 简单 道路 .以 w 为 起 点 ,w 为 终点 的 道路 称 为 ww 
一 道路 。 

如 果 道 路 疡 中 oa =u PR py 为 回路 ,回路 中 没有 重复 边 时 称 为 简单 回 略 。 

对 于 有 向 图 也 可 类 似 定义 道路 .回路 的 概念 , 留 给 读者 思考 。 

例 : 

在 图 1-3-1 Ф.5 = Guevosesset 1 是 -- 道 路, 全 wiezvzexvsertneswus 是 一 回路 。 


e е, 


图 1-3-1 


定义 ”对 图 G=(V'E) 来 说 ,车 G 的 两 顶点 u 之 间 存在 一 条 道路 ; 则 称 x A = P £ 
通 的 , 若 图 怠 的 任意 两 顶点 连通 . 则 称 图 С 是 连通 的 ;否则 是 非 连通 的 。 非 连通 图 可 分 解 
为 若 于 连通 子 图 。 

对 于 有 向 图 . 若 边 去 掉 方 向 后 是 连通 的 , 则 称 其 为 连通 的 有 向 图 。 若 对 于 有 向 岁 的 任 
RESTOS u Hv ZEE u 到 w 道路 和 w 到 道路 时 , 称 其 为 强 连通 的 。 

定义 没有 重复 边 和 自 环 的 图 叫做 简单 图 。 


=, 欧 拉 (Euiler? 回 路 


定义 ”对 于 连通 的 无 向 图 G, 若 存在 一 简单 回路 , 它 通过 后 的 所 有 边 , 则 这 回路 称 为 
G [К Euler 回路 。 
Ж ” 若 连 通 无 向 图 C 的 所 有 顶点 的 度 都 是 偶数 , 则 存在 一 条 图 G 的 Euler 回路 。 
证 明 不 失 一 般 性 , 设 从 vo 出 发 , 边 数 最 多 的 一 条 回路 为 
C = {е = (We) = (U Ua) Ea = Quit) ede 
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我 ; 将 证 ТЫС GHE е БЕ 

证 明 | 方法 是 村 > (d. MERER ES E ler 回路 的 种 算法 ”假定 C 不 是 
Ever A.C 5 有 TU. EKI 可 路 C 过 该 的 边 末 如 车 不 然 ,G 中 不 
Hoc E ARS s BRAF CR- 连通 图 的 假设 矛 层 ”这 就 证 ,了 如 35 
最 大 回路 2 Euer 路 , 则 C 中 至 少 上 90 ,使 得 TRECE Le 
数 小 于 do) $ a 上: 从 QUART Жа Chh: :tv ,4) T 7”) 是 偶数 
车 v 不 «ЕЖ Нг = 《wv! ,ws), 依 次 类 推 不 属于 C BH eG, 
Uc G5. 0) 00 г Н v v'. Со eona £ ИЩ. АР 
C— C 构成 С e vestig t e 10е ЭХА CORR 路 的 假设 相 
3 „ЖС ^7'тщ# 

推论 ”如 果 连 通 图 G 、 有 两 个 度 为 奇数 的 项 点 , 则 存在 条 以 这 两 HAA o 
会 G 的 所 有 边 的 简单 道路 ,这 020 Euer 路 

ШЙ Ж u 是 两 个 度 为 奇数 的 点 ,对 图 C Б Er eci ,wz) 得 新 的 
图 a | 于 C 的 所 有 者 的 度 都 “偶数 ,根据 定理 ,G' 存 一 F ler | 路 C' = ле с" 

ЖС 最 :开始 “,，C 中 除去 e。 d 从 到 ”道路 P,P 满足 推论 而 要 求 
вуж 


模 数 та. 

如 图 上 p , 旋 转 鼓 的 面 分 成 16 ”分 , 设 鼓 的 位 置 14 位 о а^ iA 
，.， 用 导 S М) o MHRS. ТИ ЖЕ BA (у ЖИЙ, Гр 
16 4k "Le gif # 列 便 能 使 得 相 邻 4 个 扇形 (、16 组 ) 组 所 (00008 1 f ^ 
数 


m ras 
如 图 --4 fT 示 ,8 个 < 8) m 0008 11 的 8 个 数 А11 ¿aaa "ta, за, 
弛 一 AP Raaaai 4 位 GER. B .向 ECKE | DeBruijn 图 (图 1- 


L; 


3- 台 的 一 条 Euler 回路 。 图 1-3-4 或 称 为 4 一 3 的 DeBruijn 图 。 图 1-3-4 的 8 个 顶点 的 度 

都 为 偶数 .入 度 和 出 度 均 为 2。 故 存在 Euler 回路 。 例 如 , {everessesrewrerresrersenrens 

Eiter seis Euse ea) EER Euler 回路 ,对 应 于 这 一 回路 的 有 序列 ， 
0000101001101111000。 


4470000 


100 


2i 0001 e 4‹=1000 
E» 
а, e” 
ША 
p» 


е, 


d» КЗ 
er= 0111 2H=1110 


£wzllll 


001 


£470011 


011 110 


图 1-3-4 


这 19 个 比特 的 序列 任 一 相 邻 4 位 数 表 达 了 从 0000 到 1111 的 16 个 数 。 例 如 
%**0000. e, «0001, es+*0010, е;+*1010, e0100. ,ear*1000, 


=. 哈密 尔 顿 (Hamilton) 回 路 


哈密 尔 顿 (Hamilton) 回 路 的 概念 已 见于 第 一 节 。 若 图 C 存在 一 条 道路 卫 , 它 通过 每 
一 顶点 各 一 次 , 则 称 P 为 图 G 的 Hamilton 道路 。 

ЖЕ 设 简单 图 G 的 顶点 数 为 a(a>>3), 若 @ 中 任意 一 对 顶点 ww: 恒 有 dwd 
dGj))zn—1.W E] G 至 少 有 一 条 Hamilton 道路 。 

XO ERE TO wv d Coo d Gu) 2n WE fETE -- Ж Hamilton 回路 。 

证 明 a) 先 证 图 G 一 定 是 连通 的 。 如 若 不 然 ,G 至 少 有 两 个 互 不 连通 的 部 分 。 设 其 
中 之 一 有 个 顶点 , 另 一 部 分 及 个 顶点 。 分别 从 中 各 选 一 顶点 uu; T E G 是 简单 
图 , 故 有 

абал) Sn 1. 464%) S n l, 
аа) + dO) Sn, ++ n, — 2 < n — 1. 
. 19. 


这 和 假定 200) +402) 20—1 ВЕТА. ВЕН С 是 连通 的 。 

(6) 再 证 明 存在 Hamilton 道路 , 征明 的 方法 实际 上 给 出 一 种 构造 Hamilton 道路 的 步 
格 。 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 如 果 图 G 有 一 条 从 v 到 v IDEE Cos esu , 设 这 条 道 咯 两 端 
点 无 法 向 外 延伸 , 即 这 条 道路 的 两 端点 w fi =, 只 和 这 条 道路 中 的 点 邻接 ,不 和 此 外 的 点 
HBE А oven u 点 之 间 一 定 存在 一 条 回路 。 假定 w 点 邻接 于 点 u, vi env 
Hv, oj eos RERO iG v o PPS REEL Ine 

如 果 v. 邻接 于 w 点 , 则 显然 存在 回路 

C оозе оид). 

如 果 w 不 和 wi 3848, MARAE u, ROSADA w А, ПТ о u Rl o; ВЕ, ЖШ 

1-3-5 图 所 示 。 因 为 否则 w MERAMA] 个 顶点 相 邻 接 , 即 排除 


Wg 1-3-5 
Dh 和 自身 ,这 样 有 
d) Баа) Zk+ (—k— = 1—1<n—1, 
和 假设 矛盾 。 因 而 存在 过 ,v2,… ,vi 的 回路 (图 1-3-6) 


(CL ET 1 "t ооа), 


图 1-3-6 


总 之 ,从 mm 到 有 一 条 道路 ww，…oo 则 必 存 在 一 条 过 这 ! 点 的 回路 。 
车 1 二 ,实际 上 已 存在 一 条 Hamilton 道路 。 定 理 得 到 证 明 。 
车 1<n, 由 于 已 证 G 是 连 道 的 , 必 在 回路 外 面 找到 一 点 和 回路 上 一 点 v 相 邻接 。 只 
BEN o-u WTE RA vB о 的 道路 : 
.20* 


(т-у nt pU SU Uo qat UU p att US) a 


B 1-3-7 


MARR PERMI ЯНЕ ИЕ F 038 seni У 1 个 (如 图 1-3-8 所 示 ) 。 


v 
1. | 
ш 
v 
- r- 
~ 一 ~ 
tun 
> L 2—7] 
' PELLEN 
v 


n 


图 1-3-8 


不 断 重复 上 面 的 步 台 直到 存在 一 条 具有 n—1 RAEM AE. 

上 面 证 明 所 用 的 构造 性 方法 在 图 论 中 常常 用 到 。 

BI. 有 4 个 正 立 方 体 ,如 图 1-3-9 所 示 , 它 们 的 6 个 侧面 各 着 以 绿 , 蓝 , 红 、 黄 4 种 颜色 
之 一 ,现在 要 把 这 4 块 正方 体 堆 成 方形 柱 体 ,使 得 这 4 种 颜色 在 柱 体 的 4 个 侧面 上 各 出 现 
一 次 ， 

一 个 正方 体 有 6 个 面 ,所 以 4 个 正方 体 可 以 堆砌 出 为 数 十 分 可 观 的 不 同 状态 . 就 是 确 
定 了 4 个 正方 体 依 [ ,I ,E,W 次序 从 上 面 下 排列 ,只 考 忠 两 两 接触 面 不 同 ,就 有 6* = 


г [1 * & 
д” “TZ ANA e UT -a 
т - "4 = га 
НА d 绿 红 
[s] B В 
[sls] sf Efesi а] EeP 
[*] 


HB 1-3-9 
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1296 种 排列 ,这 里 还 没有 考虑 4 个 侧面 的 不 同 组 合 。 若 考虑 到 后 者 ,又 衍生 了 许多 各 异 的 
形式 来 , 先 令 第 【 个 正方 体 保持 不 动 , 1, IE, 正方 体 各 有 4 个 侧面 , 故 有 4 二 64 种 状 
态 。 因 此 确定 了 从 上 到 下 的 正方 体 的 顺序 后 ,仍然 有 61x 4'—1296x 641— 82044 种 状态 。 
若 用 穷 举 法 求 这 问题 的 解 ,将 是 不 胜 其 繁 的 。 

由 于 上 述 原因 ,我 们 必须 寻找 解决 问题 的 更 好 途径 。 为 此 ,用 4 个 顶点 5,g,r,y 分 别 
表示 兰 . 绿 , 红 、 黄 4 种 颜色 。4 个 正 立方 体 的 各 三 对 面 依 各 对 面 的 颜色 连 以 边 , 并 分 别 标 
以 eisezsesrers 比 如 第 一 个 正 立方 体 有 一 对 面 着 兰 、 黄 两 色 , 则 从 顶点 6 到 yy 引 一 边 标 以 
el, 另 两 对 面 为 红 对 红 和 红 对 绿 , 故 联结 ,x 和 +,g。 均 标 以 e,。 则 得 图 1-3-10。 

从 图 1-3-10, 找 到 两 个 Hamilton 回路 如 图 1-3-11 所 示 , 它 的 4 条 边 分 别 是 eserse, 
e, 每 一 回路 正好 表明 一 对 对 面 的 颜色 分 布 ,如 图 1-3-12 所 示 , 这 便 给 出 了 问题 的 解 。 


e 
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$4 图 的 矩阵 表示 法 


和 矩阵 是 研究 图 论 的 一 种 有 力 工具 ,特别 是 利用 计算 机 来 研究 有 关 图 的 算法 时 ,首先 遇 
到 的 问题 是 如 何 使 计算 机 能 识别 图 ? 利用 乱 阵 识别 是 其 中 的 一 种 办 法 。 

以 后 我 们 所 讨论 的 图 都 假定 两 顶点 之 问 不 存在 自 环 和 平行 的 两 条 边 , 如 不 特别 说 明 ， 
一 般 指 无 向 图 。 这 作为 一 种 约定 。 

XX ”对 于 图 G= (Y, 忆 ,构造 一 矩阵 

А = (акк, 
其 中 
n=|V| 
1,600) € Ei 
57 lot. 

ПЕРЕ А 是 图 G 的 邻接 矩阵 。 

给 出 了 图 G 的 邻接 矩阵 ,就 等 于 给 出 了 图 G 的 全 部 信息 。 图 的 性 质 就 可 以 从 矩阵 А 
通过 运算 而 获得 。 

改变 图 G 的 顶点 排列 次 序 , 相 当 于 对 邻接 矩阵 4 对 应 的 行 与 列 进行 调换 。 以 三 阶 矩 
阵 为 例 , 设 
au ар аз 


A= an ап 4n 


аһ än da 


ERR HI S =11B, AFERE P. Bl 


1 Q оја aa an а Qt аз 

РА = |0 0 1||a а аз! = as an = 

0 1 Ollan as 4x аһ аһ an 

ЖЕКИРЕ PA 的 第 二 列 与 第 三 列 互 换 , 相 当 于 用 矩阵 如 АЗЕ РА. 
100 
o= 0 1 
910 

at а ailf1 0 0 ар аз ар 

PAQ = an an an ° 0 1 =— |a аз ay 

аһ m а) (0 1 0 ап an an 


一 般 来 说 ,要 使 得 任意 矩阵 A— (а), p 5R o 行 互 换 ,可 左 乘 以 已 矩 阵 , 它 

的 特点 是 第 p 行 的 第 4 列 元 素 为 1, 而 第 o 行 的 第 p IA 1 ,其余 各 行 仅 主 对 角 线 上 元 素 

为 1, 其 余 元 索 均 为 0。 ARA p PURIS NATRE MERER ОО HR p IB a 

行 元 素 为 1, 第? 列 的 第 p 行 元 素 为 1, 其 它 各 列 的 主 对 角 元 素 为 1, 其余 元 素 均 为 0. 这样 
o 23 • 


和 矩阵 下 每 行 每 列 均 有 一 元 索 而 且 仅 有 一 元 索 为 1: 其 余 元 寄 为 0。 
ф 


o 
0 |—— лі 
?= o | 一 一 第 4 行 
1 
o 
o |850. 
e= o | 一 一 第 4 行 
о-о 0 a 
| I 
第 p 列 avi 
Bog 
这 样 的 矩阵 叫做 置换 矩阵 。 


从 图 @ 的 邻接 矩阵 А 可 获得 图 的 一 些 性 质 ,如 
Q) 4 一 (ay 中， 第 : 行 中 非 零 无 素 的 数目 等 于 顶点 v 的 度 。 


(2) В=А* 
а а а, |an e "а, 
ац în а | |an “< а» 
B— А = = Gas 
Qa du Qu) (204 du а 


其 中 性 一 Zaa, . 
I bu u 两 步 到 达 v 的 道路 数目 。 对 于 有 向 图 G 也 可 类 似 定义 : 


А = (aus 
р. Go) Є Е; 
а = 
lo, Же. 
对 有 向 图 的 邻接 矩阵 还 有 如 下 性 质 : 
(3) C 一 447 
Qu а» anj [än an а 
c= Gp an an an| |а2 an Za 
amn дш Qu) (а, ax L^ 


“24+ 


其 中 а= Уа. 
ИЗЕЛ ИШ оо 为 始点 而 有 共同 终点 w MEAKA. MA 1-4-20 BER 


i " 
` | s. 
(a) (0) 
图 14-2 
(4) D- AA 
ап ал ал ап а а, 
p= (4) = ав аз ct As||4n d» cU ax 


其 中 а= Play. 


1 


Ж 和 表示 分 别 以 ооо, HAA НЕА FT w, 的 始点 个 数 ，[ 见 图 1-4-2(6)。 

下 面 我 们 引信 图 同 构 的 概念 ， 

G= (YED 和 上 一 (7:,E), 是 两 个 无 向 图 。 假 如 这 两 个 图 的 顶点 集 V, 和 Vs, 边 
ЖЕ Tü E, 之 间 都 分 别 建立 了 一 一 对 应 , 并 且 满 足 这 样 的 关系 :一 图 形 的 两 顶点 的 边 对 应 
于 另 一 图 对 应 顶点 向 的 边 , 则 称 这 两 个 图 是 同 构 的 , 即 对 

Vu € V.,V x € V, 
Vu € Vay > € Vas 


车 Mus 
ut? 
且 Gun) € E, 
Casas) € E^ 
则 Game Gi). 
举例 说 明 如 下 ， 


GQ) vie, msn vimus ys 
(2) a= Giu) ee (ш, ш) 
e= (rv) 69 em (шуш) 
e= Un m) ** e — Gama 
e= Gt) 69 ёа Qui 
e= (оо) 9 еу (шз) 
6 = (t; v) ** ez— (тън) з 
所 以 G! ЖП G, 是 同 构 的 。 
2255 


v, 


图 1-4-3 
所 谓 图 同 构 , 也 就 是 说 从 外 胡来 看 两 个 图 不 一 致 .但 它们 的 拓扑 结构 是 一 样 的 。 形 象 
地 说 , 若 图 的 项 点 可 以 任意 挪动 位 置 ,而 边 是 完全 弹性 的 ,只 要 在 不 拉 断 的 条 件 下 ,这 个 图 
可 以 变形 为 另 一 个 图 ,那么 这 两 个 图 是 同 构 的 。 
推论 两 个 图 G, 二 (Vi,E,) 和 G, 一 《Vs,Es) 同 构 的 充分 必要 条 件 基 存在 一 置换 矩阵 
P. {i}: 


A = PAP, 
其 中 A, 是 图 G, 的 邻接 矩阵 ,4 是 G, 的 邻接 矩阵 。 
如 何 判定 两 图 同 构 是 图 论 中 的 一 个 困难 问题 。 


$5 中 国 邮 路 问题 


中 国 邮 路 问题 , 它 是 由 中 国 数 学 家 管 梅 谷 教授 首先 提出 而 得 名 。 设 邮递 员 从 邮局 出 
发 , 妃 历 他 所 管辖 的 每 一 条 街道 .将 信件 送 到 后 返回 邮局 ,要 求 所 走 的 路 径 最 短 , 当 然 如 若 
他 所 管辖 的 街 遭 构成 一 欧 拉 回 路 , 则 这 欧 拉 回 路 便 是 所 求 的 路 径 。 如 若 不 然 , 即 存在 度数 
为 奇数 的 顶点 时 ,必然 有 些 街道 需 走 多 于 1 遍 , 如 何 寻 求 最 短 的 路 ? 

现 将 中 国 邮 路 问题 用 图 论 的 语言 描述 如 下 ， 

Ў С= (V,E) 是 连通 图 ,而 且 对 于 所 有 的 eEE. 者 赋 以 权 cle) 实 0, 求 从 点 vEV 出 
发 ,通过 所 有 边 至 少 一 次 最 后 返回 % 点 的 回路 .使 得 

> 


达到 最 小 。 

不 失 一 般 性 ,假定 图 G— (V ,EE) 存 在 度数 为 奇数 的 顶点 ,如 车 不 然 ,存在 一 .条 欧 拉 回 
路 . 它 就 是 所 求 的 邮 路 。 我 们 可 以 设想 ,有 些 边 添加 若干 次 使 得 到 的 图 G,==(V ,E,) 的 所 有 
顶点 的 度数 均 为 偶数 , 即 G. 为 欧 拉 图 ,问题 导致 求 G. 图 的 欧 拉 回路 ,但 图 С, 不 再 是 简单 
图 , 它 具 有 平行 边 , 设 边 重复 了 A(>2? 次 .去 掉 偶 数 条 后 , 仍 保持 各 顶点 的 度数 为 偶数 ， 
即 所 得 到 的 图 仍 是 欧 拉 图 。 为 使 总 数 ө 达到 最 小 ,我 们 不 妨 假 定 每 条 边 重复 数目 不 


超过 1.。 仍 使 邮 路 达到 最 短 , 也 就 是 要 求 重复 边 的 长 度 达 到 最 短 . 设 五 ' 是 所 求 的 重复 边 的 
集合 ,使 WW(E') 一 ус 达到 最 小 。 对 于 任 一 简单 回路 已 . 可 分 解 为 与 至 " 相交 的 部 分 


сек" 


26. 


EQ E! ,及 其 余 的 已 (CNE 部 分 。 
定理 设 E'CE 是 使 WE') 一 27cCe) 达 到 最 小 的 重复 边 集 合 , 当 且 仅 当 对 于 G, 
4&Е* 


图 的 任 一 回路 己 , 恒 有 WOECO D E' СЕСЕ). 
证 明 DEHE., META BEREC 使 
WEC) f| Е) > W(E(C)NE: ), 
RARE EGO LE" 部 分 的 权 超 过 其 余 的 ECONE' BEA ato Ф E= E(C)OE' , 即 
E = (ЕС) ЦЕ У\СЕ(СУ\Е' ), 
E ts fE R hit G 图 成 为 欧 拉 图 。 这 里 纵 是 对 称 差 , 妈 000 — 101 —0. 100—001 
=1, RAS E REIR C 的 所 有 顶点 保持 其 度数 为 个 数 ,由 于 假定 


> «o0» D се), 


EENE" EEEE” 
Ж 
Deo > Dee) 
Е" “£ 


H E" HRBATA. VEED] THERA. 
注意 这 里 EAH EORR EARR AAA E H, 
FAEH. MEFE E CE i=1,2, h E” 的 边 作为 重复 的 边 ,满足 定理 的 条 件 : 
对 于 任 一 回路 忆 有 
2; «0-2 > се), ї=1,2. 


«es? NET ee NO 
可 以 证 明 等 式 
21«0- Deo. 
«eg egit 
5 Е' =F GE , 


MEC —CV,E* ) 没 有 度数 为 奇数 的 顶点 ,E' 可 分解 成 若干 简单 回路 C1Cs,"… C RIE 
以 
Е* = E” QE? =C, U G, U = U Gie 
则 有 
cox D ебе) 12, h, 


«xcongn ET z 


但 EQCONE" =Е(С)ГЕФ, 
> «o= X cogi 


ee Ec NE «єк nec 
同 理 
2j «o« 2> у= D «oéi-L2. 
+єсәпЕ? «ЄЕС «e&cong 
即 
= У) (ө, i-l2. 
eee m ee) «P nuc 


所 以 
усо = «o. 


«egi PT 
充分 性 得 证 。 
从 上 定理 的 证 明 过 程 提供 了 构造 中 国 邮 路 问题 的 算法 。 设 已 知 图 @G 中 顶点 的 度数 为 
PUR CR vient tae 
第 一 步 , i A 1 Bj A, B| о Bl zy 8988 Pr ЗХР, 的 每 条 边 附 加 一 条 使 成 为 重复 边 。 
第 二 步 : 检查 图 G 的 每 条 边 。 若 添加 的 重复 边 数 超过 1, 则 除去 其 中 价 数 条 ,使 得 每 
条 边 至 多 有 一 条 添加 的 边 。 是 每 一 个 顶点 的 度 为 偶数 ,从 而 得 图 G' .图 C 中 重复 边 的 集合 
WA E^. 
HIP: 2—0, 
(a) 车 EW 对 于 回路 CC 有 
> «0» > «o. 


«ЄР! NEC rega 
ШЕЕ ЕФЕС) Er 1 (а) 1 ЩЩ). 
(6) 输出 E" E" Re tE. 
图 1-8-1 Ja) B| (e) 4A HH r МЕНЕНЕ О Е. (OEE G BL RnB voe 
veros 点 是 度数 为 奇数 的 点 , 引 重 复 边 (wavza》, (ол оов), (vssv1) 便 得 图 (5)。56) 中 不 存在 重 
复 边 数 超过 1 的 边 。 考 察 回路 


图 1-5-1 


Созул 
由 于 


> cte) = 5, 
EENE 


. 28: 


> се) 一 2 十 2 一 4。 


E 
不 满足 定理 的 要 求 , 作 
ЕФ = go 十 EQ» 
得 图 (<) ,考察 (c) 中 的 回路 
Cu usu uru, 
mM е FB SOR EROE A). BEI GO TCR TL E ЖЕ ЖК. AERE . tE 
Ag. 〈2) 便 是 前 后 的 结果 。 


$6 平面 图 


在 许多 实际 问题 中 ,往往 涉及 到 图 的 平面 性 的 研究 , 例如 单 面 印刷 电路 板 和 集成 电路 
的 布线 问题 ,及 其 某 些 工程 设施 等 。 这 章 仅 讨论 平面 图 的 一 些 最 基本 的 内 容 。 

如 果 图 C 能 够 画 在 曲面 S 上 , 且 除 端点 处 之 外 任何 两 条 边 均 不 相交 , 则 称 图 G ЖПК 
人 曲面 3 上 。 如 果 一 个 图 可 以 被 嵌 人 在 平面 上 , 则 称 为 是 可 平面 图 ,已 经 被 同人 在 平面 上 
的 图 称 为 平面 图 。 例如 图 1-6-1 所 示 :G 图 可 平面 化 为 图 如 。 即 图 G 是 一 个 可 平面 图 ,个 是 
G 的 一 个 平面 媒人 , 即 平面 图 。 


图 1-6-1 图 1-6-2 


不 是 任何 一 个 图 都 是 可 平面 图 ,如 图 1-6-2 就 不 是 一 个 可 平面 图 。 
由 平面 图 确定 的 各 个 平面 域 称 为 面 。 有 界 的 域 称 为 内 部 面 ,无 界 的 城 称 为 外 部 面 . 外 


定义 WEB G 是 没有 环 和 平行 边 的 平面 图 。w*w 是 不 相 邻 的 任意 两 顶点 ， 若 不 能 在 
vv 间 增 加 一 条 边 而 不 破坏 图 的 平面 性 时 , 则 称 图 С 是 最 大 平面 图 。 

显然 最 大 平面 图 的 每 个 面 都 是 由 三 条 边 包 围 而 成 的 。 例 如 图 1-6-1 Б] С 图 便 是 最 大 
平面 图 , 它 不 可 能 再 加 一 条 边 而 不 破坏 它 的 平面 性 了 。 

在 平面 图 G 中 每 增加 一 条 按 , 边 数 和 面 数 都 增加 1. 可 通过 陆续 地 增加 边 使 之 成 为 最 
大 平面 图 。 若 图 G 的 顶点 数 为 4, 边 数 为 %, 域 数 为 4。 增加 条 边 后 变 成 最 大 平面 图 G1， 
MG 图 的 顶点 数 仍 为 a, 边 数 为 吏 十 p, 域 数 为 4 二 ps 但 2 一 (pn) 十 (dp)=n 一 m 十 d 


欧 拉 定理 ”车 平面 连通 Ej G 有 个 顶点 ,mx 条 边 ,4 个 域 , 则 
n—m+d=2 
。29 ， 


证 明 EAC 是 7 个 顶点 的 树 卫 , 则 区 =n 一 11d 一 1,n 一 m 十 4 一 a 一 (n 一 1) 十 1=2 成 

立 。 每 增 一 条 不 属于 了 的 边 ,m 增加 1,4 也 增加 1, 而 n 一 m 十 4 一 2 不 变 。 即 
《顶点 数 ) — ( 边 数 ) 十 ( 域 数 ) = 2 

TRA, ЕФ. 

Euler 公式 是 平面 图 的 必要 条 件 , 不 满足 这 等 式 的 必 非 平面 图 。 

定理 若 图 是 平面 图 ,不 含有 平行 的 边 和 自 环 , 则 图 G 至 少 有 一 个 项 点 的 线 度 小 
Ts. 

EA 设 图 G 的 顶点 数 为 4, 边 数 为 mw。 当 mr 二 3 时 有 4<2. 

由 于 没有 平行 边 和 自 环 ,所 以 每 个 域 的 边界 至 少 有 三 条 边 , 则 下 列 不 等 式 恒 成 立 ， 


34 < 2m. a) 
如 果 所 有 的 顶点 的 度 都 是 大 于 等 于 6, 故 
6n < 2m. (B deg(v) 一 2m) 《2) 

由 (1) 得 

a< m, (3) 
由 《2) 得 

2X In. a 
由 Euler 公式 ， 

n+d—m=2, 
将 (3),(4) 代 入 得: 
—m — m + is 22, 
即 
022 

GAFE. EHHE. 


ER жн ЖК n ЛЖ m 3k d 满足 下 列 等 式 : 
m-—ün—6. d=2-—4, 


证 明 因为 已 知 C 是 最 大 平面 图 ， 


所 以 3d—2m, 
以 之 代入 Euler 公式 ， 

d=m—n+2, 
得 

好 一 一 十 2 
Bp m-—3n—6. 
又 以 之 代 人 Euler 公式 得 ， 


d=m—-—n+ 2= 3n— 6— п + 2 = 2n— 4, 


定理 完毕 。 
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对 于 一 般 平 面 图 当 4>>1 时 有 : 
m =< 3n — 6, d < 2n — 4. 
从 上 面 讨论 可 知 :3 个 顶点 的 图 一 定 是 平面 图 ;4 个 顶点 的 图 也 一 定 是 平面 图 !5 个 顶 
点 的 图 就 不 然 , 比如 图 1-6-3 的 KO, KOA UR 5 个 顶点 和 6 个 顶点 的 非 平面 图 的 简 
单 例子 : 


ЫЛ Ui vài 
Ue vs 
P» " [A Ds Y. 
ko ko 
图 1-6-3 


这 两 个 图 形 叫 做 Kuratowski 图 。 

关于 天 图 有 一 个 有 趣 的 故事 ,有 А,В,С EREE vmn 三 处 ,彼此 交恶 不 相 往 
vovv 分 别 是 公用 水 井 ,商店 和 邮局 ,他 们 想 修 道路 到 ww 又 不 在 路 中 碰见 , 结 
果 办 不 到 。 

定理 ”Kuratowski 图 不 是 平面 图 。 

证 明 K 中 图 中 的 a==5,mm 二 10, 故 它 不 满足 平面 图 的 必要 条 件 

m x. Зп — 6. 
ETK”, Щ Р n=6,m=9, ШЖ KO ЕТШ. Ш 
а=2 + т-п= 2—6 +9 = 5, 

但 如 图 的 任意 一 封闭 曲线 至 少 有 4 条 边 组 成 , 即 Ad eom Me SEC 20<C18 HPR. XE 
ШТ Кожата. 

在 Kuratowski B] KO K^ II E Jl A ЕТАН 2 的 顶点 所 形成 的 图 显然 不 改 
变 其 非 平面 图 性 。 T E FIE A A КО Яп К, 中 型 图 入 中型 图 
统称 为 型 图 。 如 图 1-6-4 BER. 


^ KOR ^ 
B 1-64 
Kuratowski 定理 ”图 G 是 平面 图 的 充分 必要 条 件 是 G 图 不 存在 任何 子 图 为 KOW 


IM 


аа кт. 
证 明 较 繁 略 去 。Kurarowski 定理 给 出 了 判断 可 平面 图 的 充 要 条 件 , 似乎 很 直观 ,但 实 
际 上 真 要 用 于 判断 比较 复杂 的 图 还 是 非常 困难 的 ， 
现在 我 们 简单 介绍 一 下 对 侦 图 的 概念 。 
设 G 是 一 平面 图 ,如 打上 的 两 个 面 的 边界 至 少 有 一 条 公共 边 , 则 称 这 两 个 面 是 相 邻 


的 


W G f n PUR m 条 边 和 < 个 面 的 平面 图 , 今 G BO d EOS S Sen Sas ТЕС 
的 每 个 面 5; 内 部 放置 一 个 顶点 ,如果 面 5; 和 5; 相 邻 , 则 用 边 (wi' ,wy ) 连 接 w ЯП; 点 
fie SI SiS; 的 公共 边 只 相交 一 次 , 且 与 G 的 其 它 边 界 无 交点 .这 样 得 到 的 图 G" 称 为 G 
的 对 侦 图 。 
显然 图 G" 有 4 个 顶点 ,mm 条 边 。 

LD 


图 1-6-5 


得 到 图 G 的 对 侦 图 G" 以 后 ,在 图 G 上 的 许多 问题 可 以 化 为 相应 的 对 侦 图 的 问题 ,如 
下 面 的 着 色 问 题 也 是 对 侦 图 的 一 个 应 用 ,由 域 着 色 可 以 转化 为 点 着 色 , 反 之 亦 然 。 

所 谓 平 面 图 的 着 色 问题 , 指 的 是 保证 平面 图 有 相 邻 边 的 域 着 不 同 的 颜色 , 问 最 少 要 几 
种 颜色 ? 如 地 图 着 色 等 实 贱 经 验 说 明 : 在 任何 情况 下 有 4 种 颜色 足够 了 ,但 要 严格 地 论证 
这 一 点 却 不 那么 容易 。 这 就 是 图 论 中 著名 的 “四 色 问 题 ": 也 是 历史 上 有 名 的 数学 难题 。 这 
个 问题 在 1976 年 由 KK. Appel 和 W. Haken 两 位 数学 家 在 计算 机 的 帮助 下 获得 了 解决 , 电 
子 计算 机 运转 了 1200 小 时 , 作 了 近 百 亿 次 判断 后 给 出 了 结果 ,是 机 器 证 明 的 一 大 事件 .可 
惜 后 来 发 现 有 错误 。 

这 里 我 们 证 明 *“ 五 色 问题 , 即 对 于 任何 平面 图 C R3E 5 种 颜色 足以 使 得 相 邻 的 域 有 
不 同 的 颜色 。 

五 色 问题 可 以 化 为 它 的 对 偶 图 的 顶点 着 色 问 题 ,使 得 相 邻 的 两 顶点 没有 相同 的 颜色 。 
证 明 采 用 数学 归纳 法 。 

不 失 一 般 性 不 妨 假设 图 C 是 连通 的 ,没有 自 环 和 平行 的 边 。 

MRC 图 的 顶点 个 数 少 于 5, 则 四 色 显 然 足 锡 。 

假设 顶点 个 数 等 于 ”一 1 时 五 色 问题 的 答案 是 肯定 的 ,进而 证 明 顶 点 个 数 为 ”时 也 必 
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然 是 对 的 。 设 图 G 有 个 顶点 。 

由 于 G 图 是 平面 图 ,根据 平面 图 性 质 的 定理 ,顶点 中 度 小 于 6 者 必然 存在 , 设 为 vo， 
dG «5, 

若 把 w 点 以 及 与 wm 相连 的 边 一 起 从 G 图 中 消除 (但 边 的 另 一 端点 保留 ) , 令 所 得 的 
新 图 为 G6, 则 G 的 硕 点 个 数 为 a 一 1。 根 据 假设 对 Ge 图 定理 是 正确 的 。 

dn 20) 二 4, 则 五 色 显然 是 够 的 , 因 与 w。 点 相 邻 的 顶点 只 有 4 个 ,最 多 用 了 4 种 颜 
色 , 余 下 一 色 正 好 给 v。。 

问题 在 于 若 dlwo)=5 时 ,证 这 时 五 色 依 然 是 对 的 。 

设 w 的 5 个 相 邻 顶点 wsrvsrv4rvs' 按 逆 时 针 方 向 依次 排列 如 图 1-6-6 所 示 , 分 别 
着 以 aavcydve 5 种 颜色 。 

令 G APEN arc 两 色 的 顶点 及 其 间 连 线 构成 Ge ТЕ, Н С.т. В v o, 两 
点 属于 G.. 图 。 依 据 分 别 着 asc 色 的 ww; 两 点 在 C. 图 中 连通 与 否 分 别 讨论 如 下 ， 


m= 


Us 


H 1-6-6 Hp 1-6-7 


(1) vi vs 在 Gs 中 不 相连 。 B vs vos 分 别 属于 不 相连 的 两 个 连通 子 图 中 。 ESAn 点 
的 连通 部 分 asc 两 色 互 换 一 下 , 即 w 点 改 为 着 с 色 ,不 至 于 影响 扩大 到 o, 点 ,其 结果 使 得 
viv, 具有 相同 的 颜色 <。 颜色 a 留 给 w 点 。 五 色 定 理 得 证 。 

(2) # vius 两 点 在 Gi 中 相连 , 则 从 w 到 有 一 条 道路 , 沿 着 这 条 道路 ,a 色 ,c 色 交 
替 出 现 ,如 图 1-6-7 所 示 。(a) 表 示 着 色 a,(c) 当 然 是 着 < 色 。 

这 条 道 加 上 (wi,wo) 边 和 (woswr) 边 形成 一 回路 。 这 时 在 由 顶点 着 4 或 4 色 构成 的 Gu 
子 图 中 分 别 着 5 和 d 色 的 vw 和 vw, 点 显 稚 不 属于 相连 通 的 部 分 中 ,这 样 , 令 Gu 子 图 中 vs 
所 在 的 连通 部 分 bd 二 色 互 换 , 不 至 于 影响 到 w EUR EL 故 给 w 点 着 以 6 色 即 可 。 定理 
证 毕 。 


$7 Petri 网 


前 面 我 们 讨论 了 图 论 的 基本 概念 和 由 个 实际 的 问题 ,从 中 可 以 着 出 ,利用 图 来 描绘 各 
种 实际 问题 取得 了 形象 直观 的 效果 ,许多 看 起 来 非常 麻烦 的 问题 用 图 来 表示 变 成 一 目 了 
Ж. 但 那 都 是 非常 古老 的 话题 。 近年 来 又 有 一 些 进展 ,Petri 网 就 是 其 中 突出 的 一 例 。 下面 
简单 介绍 一 下 这 一 新 的 领域 。 
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Petri 网 是 研究 复杂 系统 模型 的 一 种 数学 工具 , 它 通过 对 实际 问题 构造 Petri 网 并 对 
Petri 网 进行 分 析 , 从 而 揭示 出 系统 的 动态 特性 和 重要 信息 ,1962 年 它 是 由 Petri 在 其 博士 
论文 中 首先 提出 的 ,由 于 它 有 着 广泛 的 应 用 前 景 ,所 以 一 直 受 到 重视 。 如 果 说 以 前 谈 到 的 
图 论 方法 用 来 表示 兽 态 的 关系 ,显示 了 它 的 作用 ,对 动态 的 现象 它 便 显得 无 力 ,Petri 网 弥 
补 了 它 的 不 足 。 


—, Petri 网 的 概念 


Petri 网 包含 以 下 部 分 ， 

1. 位 置 集合 P 

P= (purp2r…, 如 ) 是 位 置 点 的 有 限 集合 ,xn 之 0 

2. 转移 集合 

T= (ntn ta) 是 转移 点 的 有 限 集 合 ,m 守 0 

卫生 无 公共 部 分 , 即 交 集 P 门 T 为 空 集 。 

3. STARR I 

LOA P ISTE MAA AMH z Йй д. EGO m (bibr n ,pi}, 则 存在 有 向 边 
Gi ith 1,2, ЖЕК p BB: 

4. 输出 功能 O 

OG) ta PATR AA HAH e 发 出 指向 的 点 , 若 OG) = (oua, itu d fU 
FER HHG Aa) 4=1,2, r, 

我 们 将 此 Petri 网 记 作 C=(P,T,1,0)。 

实际 上 Peti 网 可 看 成 一 个 有 向 图 C= (V E) ,其 中 

V= PUT 
E-IUO, 

从 这 个 意义 上 说 Petri 网 也 是 图 ,不 过 是 一 种 很 特殊 的 图 。 顶点 区 分 为 P 和 了 两 种 不 同类 
型 。 

例 : C=(P,T,1,0); 

P= {fispa Pa Po ps bali 
T= {httartrts} a 


т, 4 | | a | А | | 
т |їм} | {з} | {ре} | otsib | {pz} 


о, a | в | n ||» | 
O| {мәг} | Gehen) | (ed | Gg | Gs]. 


Яр Petri 网 是 一 有 向 图 , 它 的 顶点 分 属于 己 和 了 的 两 类 , 为 加 以 区 别 ,属于 P 的 点 用 
"O'RAR ATT 的 点 用 "| "表示 它 , 边 用 输 人 输出 功能 来 确定 。 例 如 对 于 上 例 有 图 1-7- 
1. Kil IG, = ipo bobo рь}, MESE t, 的 有 一 有 向 边 来 自 寡 ,3 条 有 向 边 来 A pse 

利用 Petri 网 还 可 表示 并 行 算法 。 例 如 求 2 十 cd 可 用 图 1-7-2 KER: Bl a x P Жс» 

«Me 


bi t ps 


ps 


图 1-7-1 
< 可 在 同一 时 刻 进行 计算 。 
=. 对 偶 Petri 网 


Petri 网 C= (P,T,1,O) 的 对 偶 Petri 网 是 由 C 中 位 置 集 P 和 转移 了 互 换 而 得 到 的 ， 
它 的 Petri 图 是 C 的 Реті Bl Oleg 717, | " 改 为 “ 〇 "而 成 的 图 。 对 候 的 Petri 网 C= 
(P,T,I,O) t & Petri 网 。 例 如 ,图 1-7-3 是 图 1-7-1 的 对 侦 图 。 


三 、 带 标志 的 Petri 图 


带 标 志 的 Petri 网 是 给 Petri 网 的 位 置 点 “ 〇 "以 标志 “'，”, 每 一 位 置 点 “ 〇 "给 的 标志 
“o "的 数目 可 以 不 限 ,Petri 网 的 结构 相同 ,但 标志 数目 可 以 不 同 。 网 络 结构 虽然 一 样 但 标 
E + "的 数目 不 同 ,表达 了 不 同 的 两 种 状态 。 

该 Perri 网 的 性 能 可 以 直观 地 叙述 如 下 : 若 E IX B. p ARRE * "数目 不 少 于 由 
# B| : 的 边 的 数目 , 则 上 将 被 启动 ,或 称 : 可 以 点 火 .点 火 后 i 的 输入 位 置 的 点 的 标志 
“。" 数 目 碱 少 ,减少 的 数目 等 于 (p ,站 边 的 边 数 ,t 的 输出 位 置 点 P Bros" IO 
加 的 数目 正好 是 (1,p' ) 边 的 边 数 。 即 通过 转移 点 HRE" "从 输入 位 置 p 转 到 输出 位 

.35 。 


Er ,一 个 转移 点 点 火 只 当 它 的 每 一 个 输入 位 置 的 标志 %*" 数 至 少 和 它 通 向 转移 点 的 边 
数 一 样 多 。 若 将 位 置 点 看 作 是 条 件 ,而 转移 点 是 执行 或 运算 , 则 标志 数 则 用 以 刻 划 条 件 是 
TORNA. BN. 


ЖЩ 1-7-4 


Peri 网 的 状态 由 它 的 标志 所 确定 ,每 一 转移 点 的 点 火 将 改变 它 的 状态 。 还 是 那 句 话 
虽然 Petri 网 一 样 ,但 其 标志 不 同 ,所 表示 的 状态 就 不 同 。 
下 面 举 例 说 明 如 何 构造 复杂 系统 的 Petri 网 。 
Bl 1: 设 有 三 台 机 器 mi,ma,mi, 有 两 个 操作 人 员 AF B, A 能 操作 m. 和 za: 五 能 操 
Tg m, 和 ms 加工 顺 序 : 第 一 价 段 在 mm 上 加 工 ,第 二 价 段 在 m+ 或 ma 上 加 工 , 加 工 开始 必 
须 具 备 (1) 有 任务 在 等 待 !(2) 机 器 空闲 。 
问题 的 Petri 网 如 图 1-7-5 所 示 , 其 中 心 ! 任 务 等 待 加 工 入 :4 操作 mut ЕЕ mi 完 
HE: B SE mu ts: B ВЕ m TEE A 操作 mn: 
A 结束 ms HIRIE ita: B Е masto: В 结束 ma 的 操作 
two: 将 加 工 完毕 的 任务 送 走 。 
例 2, 某 问 题 的 算法 如 下 : 
SU ay， yb yeli 
5и Ж nDO H S ENR Ss 
515 y 是 偶数 则 转 S. TAE: 
Yet узуу d 
Зуу, уу 7208 S2; 
53s: 输出 уз, К. 
上 述 算法 可 用 流程 图 1-7-6 表示 。 它 的 Petri 网 图 见 图 
1-7-7。 
其 中 :完成 Si 运算 ， 
iyi: 
hiyi 是 奇数 ， 
tay 是 偶数 : 
tsi FER уз ys yon ye la 
шэн з s 
fixis 
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ner, c2 


Щ 1-7-6 图 1-7-7 


LI DM 
#13: 如 图 17-8 所 示 的 操作 系统 。 


B 1-7% 


其 中 B, 和 B, 是 两 个 存储 区 ,其 它 的 位 置 点 都 是 资源 ,“*。 "表示 该 资源 有 效 , 转 移 表 
示 操 作 系统 的 操作 ,开始 时 CPU 有 一 个 ”'”, 标 志 它 处 在 有 效 状态 ,任务 的 最 后 结果 通过 
输出 装置 输出 , 和 4 是 两 个 终端。 
但 图 17-8 所 示 的 操作 系统 的 模型 允许 出 现 4,t 交替 点 火 ,为 此 可 将 其 改进 为 图 1- 
a37 


7-9 所 示 的 Petri 网。 


图 1-7-9 
RH 6 AKA ELE LU + "alie ВАК. EA u AKE HE 获得 一 个 。",6s 才 
获得 点 火 的 机 会 。 
例 4: 5 个 哲学 家 问题 。 


图 1-7-10 


5 个 哲学 家 围 着 圆桌 坐 下 ,每 两 个 克 学 家 之 侣 都 放 着 一 根 僵 子 。 吃 中 国 菜 要 一 双 答 

子 , 所 以 每 位 哲学 家 要 吃 中 国 菜 必须 取 他 左右 的 一 双 匡 子 , 如 果 每 位 都 到 他 左边 一 根 等 待 

另 一 根 , 则 将 陷 人 死 锁 。 下 面 用 Petri 网 叙述 问题 的 解 。 设 cczvcayctyes 为 5 CT ЯП 

分别 表示 第 :个 哲学 家 吃饭 和 想 问 题 两 种 状态 ,一 1,2,…,5, 当 哲学 家 从 思索 状态 转 人 
。38 ， 


DE BALA Ж, ШЛУ ЖЯ Zh PST. 
3 ЖШ 
- 某 甲 挑 一 担 青菜 、 赶 一 条 狗 ,一 只 羊 赶路 ,途经 一 小 河 , 船 小 一 次 只 容许 茶 甲 带 狗 , 羊 、 
荣 三 者 其 中 的 一 种 过 河 。 当 某 甲 不 在 场 时 ,应 避免 狗 和 羊 或 羊 和 莱 在 一 起 , 求 过 河 的 方 
案 。 
.有 三 个 瓶子 ,容量 分 别 为 8,5,3 Ж. 车 容量 为 8 升 的 瓶子 装 满 了 液体 , 试 利用 这 三 个 瓶 
子 把 8 升 的 液体 均 分 为 2。 

， 若 $1 的 (三 ) 中 若 附加 一 条 御 ; 不 允许 2 敌人 单独 果 在 一 起 , 求 渡河 的 方案 。 

4. 车 81 的 (三 ) 中 ,敌我 双方 人 员 各 为 3 人 , 求 渡河 方案 。 

5. 山上 一 生产 队 要 用 拖拉 机 运 两 头 牛 ,三 只 羊 下 山 , 拖拉 机 下 山 时 只 能 运载 两 只 性 口 ,上 
山 时 只 能 运 一 只 。 人 不 在 场 时 若 牛 , 羊 在 一 起 , 则 要 求 羊 的 头 数 超过 牛 的 头 数 。 求 运输 
方案 。 

6. 试 证 任意 10 人 中 必 有 3 个 人 互相 认识 或 有 4 个 人 互 不 相识 ,两 者 必 居 其 一 。 

7. BG n d Bom 条 边 , 若 ; 


т> 109-009 2) 


m 
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试 证 图 G 必 是 连通 图 。 
8. Š 3 中 的 4 个 正方 体能 否 堆 成 一 方形 柱 体 使 得 每 个 侧面 都 是 同一 颜色 ? 为 什么 ? 
n 个 人 出 席 一 圆桌 会 议 ,会 议 主持 者 希望 每 次 每 人 坐位 两 旁 的 人 都 和 以 前 的 不 同 , 问 这 
样 的 坐位 方案 最 多 有 几 种 ? ”为 奇数 时 试 设计 一 组 这 样 的 方案 ， 
10. 设 图 G 的 顶点 数 为 a, 对 于 图 G 的 任意 一 对 项 点 vov EA: 
dlu) + dv) 2n 
试 证 图 G 必 至 少 存在 一 条 Hamilton {|}. 
11. 试 证 下 列 两 图 同 构 ， 


2 


m suu 


12. i n RÉGIE UR FCR 2A UELLE BEL. AAA n P {у S F T E, Sy fait Je RI 
A 派 去 该 单位 的 代表 要 求 与 所 去 的 单位 平时 无 工作 联系 。 现 假定 这 ”个 单位 中 每 一 
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个 与 其 它 单位 平时 有 工作 关系 的 少 于 [1 ] ,试问 应 如 何 设计 ,并 证 其 方案 是 存在 
的 。 

13. 一 计算 机 系统 有 一 台 打 印 机 P 和 一 台 磁 盘 驱 动 器 万 两 位 用 户 共享 这 个 系统 ,而 且 都 
НРО ЖИ Petri 网 描述 这 系统 的 模型 ,并 讨论 之 。 

14. 用 Petri 网 表示 下 面 的 程序 


0 zel, (2) 2+2 
yci ytrtr 
:—г+у 24-2 
z==z+z u—z+= 
z=zr+y+z 


15. 试 判定 下 列 图 形 两 两 同 构 。 


d 54 
Ж cg 


A J415 


16. 设 图 G 是 一 ”个 顶点 的 简单 图 ,图 G 的 补 图 已 定义 如 下 ,G 和 已 有 相同 的 顶点 集合 
VE u о ЕСН, UE G 不 相 邻 ,反之 亦 然 。 试 求 下 列 图 形 的 补 图 。 


‹а) Ф G) 


图 习题 16 


17. 求 一 条 回路 过 Konisberg 七 座 桥 ,要 求 重复 的 次 数 尽 量 少 。 
18. iE n=2 的 de Bruijn 图 。 
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第 二 章 R 


树 是 图 论 中 最 重要 的 概念 之 一 , 它 是 基 尔 稚 夫 在 解决 电路 理论 中 求解 联 立 方程 问题 
时 首先 提出 的 . 它 又 是 图 论 中 结构 最 简单 ,用 途 最 广泛 的 一 种 连通 图 .本 章 讨论 树 的 概念 、 
性 质 , 主要 是 某 些 应 用 。 


$1 树 的 概念 


我 们 首先 从 一 个 向 题 谈 起 。 图 2-1-1 是 通讯 线路 图 。 其 中 ,v4,… ,vo 是 10 个 城市， 
线路 只 能 在 这 里 相 接 。 不 难 发 现 , 只 要 破坏 了 (oz 和 (wons) 两 条 线路 ,就 使 这 个 通讯 系 
统 分 解 成 互 不 相连 的 两 部 分 。 但 是 要 问 在 什么 情况 下 这 十 个 城市 依然 保持 彼此 相通 ? HE 
情况 要 复杂 多 了 .。 不 难 想象 最 少 要 有 9 条 线 把 这 10 个 城市 连接 在 一 起 . 而 且 这 9 条 线路 
是 不 存在 任何 回路 的 。 因 而 9 条 线路 少 了 一 条 都 将 使 得 系统 失去 连通 性 。 

为 了 解决 以 上 一 类 的 问题 ,我 
们 引 人 树 的 概念 。 

没有 回路 的 图 称 为 无 图 图 。 连 
通 的 无 图 图 称 为 树 。 图 G 的 连通 无 
转子 图 称 为 G 的 树 。 若 图 避 的 树 包 
ВЕСНА, ШУА С 的 
一 棵 生成 树 或 支撑 树 。 BUT 的 一 个 
连通 子 图 称 为 了 的 子 树 。 例如 图 2- 
1-2 BER GO REEL G, O0 ff Тү, 
T; DURE G HERH. 

T EL G ib JAEL G 中 去 掉 图 211 
BUD 的 边 后 所 得 的 子 图 称 为 树 了 
的 余 树 , 记 作 了 。 如 图 2-1-2!0 d! TT; SIE ОН T A T: ШЖ. CT ETT 的 边 称 
为 树枝 ;7 中 的 边 称 为 图 G ak. 由 于 树 了 唯一 确定 余 树 T 了 , 故 也 可 称 其 为 树 了 的 弦 。 由 
上 可 知道 余 树 了 不 一 定 连通 。 

下 面 再 来 看 一 下 树 在 其 它 科学 领域 的 一 些 应 用 : 

例 1: 有 机 化 学 中 碳 氧 化 合 物 CHa ВЕ n 取 不 同 的 整数 而 为 不 同 的 化 合 物 , 例如 
n—1 时 为 围 烷 ;n 二 2 时 为 乙 烷 in 二 3 时 为 丙烷 in 一 4 时 则 由 于 化 学 枝 链 结构 不 同 而 有 了 丁 
烷 . 异 丁 烷 之 分 。 它 们 的 化 学 链 分 别 如 图 2-1-3 Bron. 

一 般 说 来 , 枝 链 的 结构 规律 是 碳 原子 C 的 度 为 4, 氨 原子 的 度 为 1。 对 于 С.Н, 
它 的 梳 链 是 由 x DEH A 的 结 点 ,2n 十 2 个 度 为 1 的 结 点 和 3n 十 1 条 边 构成 的 树 。 不同 的 
树 的 结构 对 应 着 不 同 的 化 合 物 。 比 如 上 面 所 示 的 丁 烷 与 异 丁 烷 就 是 由 于 树 的 结构 不 同 而 
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T, т, 
са) 
v v v ” 
. L = 
Us vs 
T, T, 
图 2-1-2 
| H H 
H-——C——H H——C— н H ç H 
| | н —C—H 
H H—C——H | 
NEL 
H H 
(a) CH 甲烷 Ф 24 Ce) CH, 丙烷 
H 
| H 
H- 一 5 一 8 | 
H-—C —H, 
H—C—H | Rn 
| H-——C——C—H 
H—C—H | | 
H—C—HH 
н—с—н | 
| H 
H 
(a) C.Hu TF G) CGHSSETAR 
困 2-1-3 


各 异 , 这 就 为 化 学 家 们 提供 了 一 种 很 有 力 的 分 析 物 质 结构 的 工具 。 例 如 图 2-1-4 所 示 , 两 
个 图 从 外 表 看 来 似乎 不 尽 相同 ,实际 上 它们 是 同 构 的 ,因而 是 同一 种 物质 。 


H 
| l H—C—H 
H— с-—ф—н | 
| a H—6-n 
H— T^ н—4-ң 
H | 
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LEN 判决 树 

设 有 四 个 银币 ,已 知 其 中 三 个 是 真 的 ,最 多 有 一 个 是 假 的 。 真 假 的 标准 在 于 真 的 银币 
重量 完全 符合 标准 。 现 用 一 天 平 设法 对 这 四 个 银币 的 真 假 作 出 判断 。 

Жаса 分 别 表示 四 个 银币 ,a з b RR a 与 5 在 天 平 上 作 比 较 的 意 忆 ,如 图 2-1-5 
所 示 , 叶子 是 判决 的 结论 。 


HD 2-1-5 


上 面 把 作出 判决 的 逻辑 关系 用 树 的 形式 表达 出 来 ,使 得 条 理 消 晰 ,一 目 了 然 。 我 们 称 
CHARH. 显然 办 法 不 是 唯一 的 。 比 如 也 可 如 图 2-1-6 那样 的 方案 进行 判决 。 其 中 a,5 
"cvd 表示 а,Ь 在 天 平 的 一 边 ,c,d 在 天 平 的 另 一 边 进行 比较 。 


ab red 
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若 在 题 中 再 添 一 个 真 币 ", 则 判决 树 可 取 图 2-1-7 形式 。 


sb d 


图 2-1-7 
#13: 若 已 给 一 数列 5,3,7,4,2,9,6,8,1,10。 试 把 它 
们 按 次 序 从 小 到 大 排列 。 N 
现 给 出 一 种 算法 如 图 2-1-8 所 表示 的 那样 : 即 每 一 顶 b 
点 有 两 个 分 枝 , 左 分 枝 的 数 小 于 <, 而 右 分 枝 的 数 则 大 于 等 
于 a。 按 这 规律 对 这 数列 依次 比较 得 图 2-1-8 
© © © ° 
5 5 EN 
£ КА “о 24 7 
© © © 
5 
ЖА А, ZN 
3 
du £N Ye /NéYN 
5 5 
^N UMS aN 
AIN Zx ГАЧА И“, 
2 4 46 9 / в / 
df ОА í 
图 2-1-9 


最 后 的 数列 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10。 这 种 方法 在 数据 结构 中 广泛 应 用 。 
例 4: ЖК зоо о Со 一 v/v1) 可 以 形象 地 表示 如 图 2-1-10。 
这 里 (被 运算 对 象 ) (运算 符号 ) (运算 对 象 ) 表 示 以 图 2-1-11。 
"E 


H| 2-1-10 


运算 符号 


í ` 


B 2-1-11 图 21-12 


从 例 4 可 知 一 代数 表达 式 可 以 用 一 棵 二 元 树 来 表达 它 , 称 之 为 该 表达 式 的 表达 式 树 。 

如 果 图 2-1-11 SOR 
《被 运算 对 象 ) 运算 对 象 ) (运算 符号 } 
则 图 2-1-12 写成 ab. tns PEERS 0. HIBA EH 2-1-10 可 写成 : 
түш, * Ua E usu 二 一 十 。 

这 是 波兰 表达 式 。 用 这 种 表达 式 可 省 去 括号 。 代 数 表 达 式 的 编译 过 程 和 把 表达 式 改写 成 
被 兰 表达 式 过 程 相 一 致 。 将 代数 表达 改写 成 波兰 表达 式 实际 上 是 对 表达 式 树 按 “ 后 缀 式 ” 
规则 的 表示 。 


жй 运算 对 象 


$2 基本 性 质 


现在 我 们 来 看 生成 树 的 一 些 基本 性 质 : 

定理 ЖЕЙ G= (V, E), n= |V| WC HERRA п—1 条 边 。 

证 明 ”用 数学 归纳 法 证 明 如 下 : 

n=2 时 ,定理 显然 是 对 的 。 设 顶点 数 为 "一 1 时 ,定理 为 真 . 若 了 是 有 个 顶点 的 衬 ， 
它 的 所 有 顶点 的 度 都 不 为 0, 否 则 将 出 现 孤 立 点 ,与 连通 的 假设 矛盾 。 也 不 可 能 所 有 顶点 
的 度 都 超过 1 ,否则 将 出 现 回 路 ,这 与 树 的 定义 相 矛 盾 。 这 就 证 明了 存在 一 点 oj 18. 

ашу = 1 

从 了 中 去 掉 RS u, КВ ЖЗ, ЯК TER B КОЙДЕ, ИШ B Tr S 8 n 7 1: ВВ 
假设 , 必 有 п 2 条 边 。 再 把 去 掉 的 w 点 及 其 关联 边 加 上 去 ,这 就 证 明了 "个 顶点 的 树 必 
有 a 一 1 条 边 。 

对 于 图 6G= (V8),|V|=n,|E| 二 m, 下 面 五 个 命题 是 相互 等 价 : 

《1) GE f; 

(2) СНЕЖ ГЕ ELGUGS — REH: 
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(3) G 是 连通 的 且 т=л—1; 

(4) G 不 包含 回路 且 m—n—1; 

(5) G 不 含 回路 而 且 在 不 相 邻 接 的 两 顶点 各 增加 一 条 边 则 有 且 仅 有 一 条 回路 。 
等 价 性 的 证 明 留 给 读者 思考 。 


ӧз 关联 矩阵 与 基本 关联 矩阵 
定义 “G 一 (Y, 可 是 有 向 图 ,其 中 


V = (uu e ЕЁ = (entstand. 
En 
В = (haxm 
其 中 
1 б. 0) = e€ E, 
sb: vir 20) = e; € Е; 
0 KE. 
ДКР В 为 有 向 图 G KRKE. 
Bi: ^. 
uf 1 1 1 0 0 о А а 
в-"|1 9 9-1 o / 
v, 0 —1 0 1 1 0 ka 2 ^ 
L7] L7] L7] e, es “< 
XH 连通 有 向 图 G=CV,E), #n=|V |, m= m 233 


[Е|,В 是 图 G 的 关联 矩阵 , 则 至 的 秩 rank B 小于。 

证 明 ”由 关联 短 阵 的 定义 知 矩 阵 В 的 每 一 列 都 有 两 个 非 零 元 素 :1 和 一 1 AR tk B 
的 # 行 的 和 为 零 , 即 旦 的 有 个 行 向 量 线性 相关 ,rank B<n。 定 理 证 毕 。 

定理 ”从 关联 德 阵 如 中 任 取 一 个 小 行列 式 , 它 的 值 不 外 乎 0, 十 1, 一 1。 

WEM] 若 驴 是 妃 的 某 小 方 阵 ， 而 每 列 的 元 庇 中 均 有 两 个 非 堆 元素,， 则 dec В,=0. 
(det В, 表示 方 阵 Bo 的 行列 式 。) 

E B 中 含有 零 元 案 组 成 的 行 或 列 , 则 дет Bo 一 0。 

车 B. 中 某 一 行 或 列 只 含有 一 个 非 零 元 农 。 设 为 好 ,去 掉 这 一 元 素 所 在 的 行 和 列 , 余 
下 的 元 素 组 成 一 矩阵 Bi, 则 显然 有 ， 

det B, =+ detB, 

按 这 样 办 法 继续 进行 ,每 次 使 矩阵 的 阶 降低 一 次 ,直到 最 后 元 素 为 土 1 或 0 为 止 。 故 detB。 
的 值 不 外 乎 士 1 或 零 ,定理 得 证 。 

定理 ”连通 有 向 图 G 的 关联 矩阵 耻 的 秩 等 于 “一 1。 

证 明 矩阵 B 的 特点 是 每 列 有 两 个 非 零 元 春 且 仅 有 两 个 非 零 元 京 , 一 是 十 1, 一 是 
一 1, 其 余 均 为 零 。 利 用 消 元 法 来 判断 这 行 中 线性 无 关 的 行 向 量 有 几 ? 根据 B 矩阵 的 特 
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点 为 消去 某 一 非 零 元 索 , 只 要 使 该 元 索 所 在 的 列 中 另 一 个 非 零 元 素 所 在 的 行 吉 到 该 元 索 
所 在 的 行 即 可 。 为 此 先 证 对 于 ” 维 布尔 向 量 夺 的 方程 组 
XB—0 
BO R PER RT Bb. — ENETEIA 1. EFC лЗ. 显然 这 两 个 向 量 是 解 。 如 
若 不 然 , 设 向 量 久 的 各 个 分 量 既 不 全 为 1, 也 不 全 为 0。 不 失 一 般 性 , 设 
Х= (11:51 00.0)= Uy :O00) 
q n—4 
这 里 Fw 表 9 维 分 量 均 为 1 的 行 向 量 ,0 表示 一 q 维 分 量 均 为 0 的 行 向 量 , 相 应 地 
HB №: 


B, Ш 
В= u | ng 
Я 
т 
由 于 Хв=0, 8р 
В, 
Ga i9.) | En 
B, 
к 78 一 0 


EER B, 的 各 列 或 含有 两 个 非 淮 元素 或 全 为 等 。 不妨 设 
B, = ( B. i O ))q 
P mp 
ж 
!4 


B. о 
в | " 
)jn—4 


о By 

LEY 
当 0<p<n 时 ,说 明 若 有 解 X 一 Cw i Ooo) WIRA С 是 非 连通 的 ,这 与 假设 矛盾 .这 
也 就 是 证 明了 日 矩阵 的 任意 9(<c) 行 的 和 不 为 零 。 


若 po 
s= (2) 
# p=n RU 
В, 
B= (5 |. 


这 些 都 违反 了 图 G 是 连通 的 假设 。 这 就 说 明 关联 矩阵 吾 的 =” 行 和 必 为 零 , 但 是 少 于 = 行 
的 和 必 不 全 为 零 ,否则 与 连通 的 假设 矛盾 。 
既然 方程 XB—O MR RA X= RA X= ВВ КЛР п, B HRD n 
一 1。 定 理 证 毕 。 
定义 ”从 连通 图 G B9 EROR Pe B P 除 掉 与 顶点 mi 对 应 的 一 行 ,得 一 (n 一 1) Xm 的 
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ЖЕЕ B,, 称 为 对 应 于 顶点 ВОСК РЕ. 

基本 关联 矩阵 В, 202—1) хт 矩阵 , 它 的 秩 为 ”一 1, 故 它 的 ”一 1 行 是 线性 无 关 的 。 
它 的 m 个 列 向 量 中 也 有 一 1 个 列 是 线性 无 关 的 。 究竟 哪 些 列 是 独立 的 列 向 量 呢 ? 下 面 的 
定理 回答 这 个 问题 ， 

定理 若 B 是 连通 图 G 的 基本 关联 匈 阵 ,而 且 C= {eser is ERE E Bt DIU E D 
C HRH esee 所 对 应 的 矩阵 B, 中 的 各 列 的 列 向 量 必 线性 相关 。 

证 明 САКА L REDE В, 中 由 这 ! 条 边 所 对 应 的 ! 个 列 向 量 ,组 成 一 矩阵 了 
= (dian 车 回路 C AAT B, 所 对 应 的 项 点 v M DAI TRIERER, kD 
的 秩 委 ! 一 1。 若 回路 不 含 顶点 w, 则 这 ! ИАА РЕЛГЕ ЛЖ. 1 行 的 和 为 零 。 所 以 
D 的 秩 依 然 是 专 ! 一 1。 

这 就 证 明了 这 4 列 列 向 量 是 线性 相关 的 。 

EE ИВЕ В, 的 任 一 ”一 1 阶 行列 式 不 为 零 的 充分 必要 条 件 是 它 的 各 列 对 
应 的 边 构 成 图 G 的 树 。 

ШР ”从 上 面 我 们 已 证 B 的 秩 为 4 一 1, 故 必 有 一 个 n 一 1 阶 行列 式 不 为 零 ,而 且 这 = 
一 1 条 边 必 不 组 成 回路 。 这 样 有 = 个 项 点 ,2 一 ! 条 边 ,没有 回路 的 图 是 树 , 必 要 性 得 到 证 
明 。 

反之 ,可 证 明 树 的 各 边 对 应 于 B, 中 各 列 组 成 的 4 一 1 阶 行 列 式 非 零 。 这 只 要 从 画 对 
应 的 顶点 wv 作为 始点 ww。 对 项 点 和 边 进行 重新 编号 , 保持 下 面 的 关系 成 立 : 

a= Gua јет l G> 


经 过 重新 编号 后 得 矩阵 。 
vw [t1 0 
v, 士 1 
B,, = 
vl 0 +1 


е €; tt Cel 
这 算 阵 主 对 角 线 下 面 的 元 察 为 0, 其 行列 式 不 为 零 ,顶点 和 边 的 重新 编号 ,只 不 过 对 
关联 算 阵 作 行列 变换 ,而 行列 的 变换 不 影响 矩阵 的 秩 。 定 更 证 毕 。 
这 个 定理 说 明基 本 关联 乱 阵 B, 的 2 一 1 踢 行 列 式 取 值 十 1, 当 昌 仅 当 它 的 a 一 1 列 对 
应 一 棵 树 的 边 ,否则 为 零 。 


$4 回路 矩阵 与 基本 回路 矩阵 


设 连通 图 G= (V ,EE) 的 边 数 为 mw, 顶点 个 数 为 4, 则 树 了 必 有 » 一 1 条 边 :对 应 的 余 树 
的 边 数 为 四 一 "十 1。 对 于 树 了 每 如 上 一 条 属于 余 树 的 边 , 它 必然 与 属于 了 的 边 形成 一 条 
且 仅 有 一 条 回路 ,从 而 可 见 图 G 至 少 有 mm 一 x 十 1 条 回路 。 

如 图 2-4-1 为 例 , 过 ei eures HIRIE T serres sea 是 对 应 的 余 树 边 , 它 分 别 对 应 回路 C 
= Cej regre) Com (е зелле) 6 C+ = Cote 
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显然 图 2-4-1 所 示 的 图 G 的 回路 不 仅 这 三 个 ,还 有 如 图 2-4-2 所 示 的 回路 : 


图 2-4-2 
引进 一 矩阵 C Gio» rh 
1， GREG 中 含有 边 。; 且 方 向 一 致 ; 
G“ = 上 1, ЖШ Рат е; 但 方向 相反 ， 


o ЖЕ. 
于 是 有 

af 110 1 00 
aļ—1 01 0-10 
a 000-1 11 
c=a| 011 0 01 
| 011 1 -10 
4|-101-1 01 
ol 110 0 11 
e е, е е, es е 
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ЖС 叫做 回路 矩阵 。 它 的 行 向 量 显然 不 是 线性 独立 的 ， 例 如 ， 


С=с 1 1 0 1 о 0), C,=( 0 1 1 1 —1 0); 
C,=(—1 0 1 0 —1 0); С,=(—1 0 1 —1 0 1), 
C= 0 0 0 —1 1 1); C,=( 110 0 1 1). 
C,=( 011 0 о 1); 


C,+C =(110100)+(—1010 —1 0) 
=(0111 —1 0)=C, 


AN N 


图 2-4-3 


类 似 有 
С, + С, (000—111) + (0111—10) 
= (011001) =С,. 


с, 
图 2-4-4 


OR ЕРЕ ARERR R A C, ,C,,C, 三 个 回路 是 彼此 独立 的 ,而 其 它 的 
回路 可 以 用 它 的 线性 结合 来 表达 , ВП C 矩阵 的 秩 是 3。 
余 树 的 边 所 对 应 的 回路 叫做 基本 回路 ,用 Cr 表示 它 。 例 如 


C.[ 110 1 0 0 
С,=С,|—1 0 1 0 -10 
Cl 0 0 0 —1 11 


е 8 6 EA Es Es 
如 车 对 边 的 次 序 重 新 排列 ,使 余 树 的 边 在 前 面 ,而 树枝 在 后 ,而 且 余数 的 边 依然 对 应 
于 C1,Ca,C1。 故 有 


ороо 1 1 0 
с,=С,|о 1 1 —1 0 一 1 
C loo 1 0-—1 1 


Er 63 б ^ е е 
+50 


BME RFR RER ERPI es ves es 对 应 的 3 阶 方 阵 是 单位 阵 。 
以 上 的 讨论 可 以 平行 地 推广 到 一 般 平面 图 的 场合 。 


§ 5 关联 矩阵 与 回路 矩阵 的 关系 


定理 ” 当 关 联 矩阵 召 SARER C rh, 边 的 排列 次 序 一 致 时 , 恒 有 ， 
BC = 0, СВ' = 0, 
在 证 明 这 定理 之 前 先 举 一 个 简单 的 例子 看 一 看 究竟 是 怎么 回 事 ,再 来 还 明 一 般 性 就 
不 困难 了 。 以 图 2-5-1 为 例 : 


图 2-5-1 
w[-1 1 0 о 0 4(1100-1 
g^ 9—71 1 0-1 €—4|0 011 1 
- ， 
ъ 0 0-—1 1 O0, ап 111 0 
ы 1 0 0-1 1 Ei ér ee ё 
e e; ез е. ех 
101 
-1 1 0 0 0 000 
0—1 1 0—1 101 0 0 0 
BC7 一 0 1 = 
0 0-1 1 O 000 
011 
1 0 0—1 1 000 


—1 1 O 

比如 和 矩阵 召 的 第 一 行 与 C7 的 第 一 列 (实际 为 C 的 第 一 行 ) 对 应 元 素 相 乘 时 ,发现 ave 与 
顶点 vi 相关 联 , 而 且 同 在 Ci 回路 上 ,但 对 顶点 名 来 说 ,ei 以 v1 为 终点 ,ez 以 为 起 点 ,但 
和 与 6 与 C1 的 方向 一 致 , 故 对 应 的 元 率 乘 积 的 和 为 0。 又 如 B 的 第 一 行 与 C 的 第 二 行 元 
KHR, ATE v RRHH ere 不 在 Cs 上 , 故 结果 为 零 。 总 之 当 顶 点 在 C 回路 上 
时 ,与 w 关联 边 必 有 两 条 边 都 在 C, 上 ,再 者 这 两 条 边 与 C, 的 方向 一 致 (或 相反 ), 则 对 于 
TUR w 来 阅 必 有 一 进 一 出 。 明 白 了 这 个 道理 ,定理 的 证 明 就 非常 清楚 了 。 

定理 ”连通 图 G 的 回路 矩阵 C HP m— rl, 

证 明 ”前面 已 证 过 基本 回路 矩阵 的 秩 为 m 一 4 十 1, 这 实际 上 已 证 明了 回路 矩阵 的 秩 
Ebh т-п+1. MERRER С HARE matl 就 可 以 了 。 

上 面 已 证 明了 ВС" —0, Мі C 矩阵 的 各 行 都 满足 方程 组 ， 
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BX=O 

Ж X E m ФАП. AABAA m 个 变 元 ,n 个 方程 . 由 于 矩阵 吾 的 秩 为 ”一 1, 故 实 
际 上 是 n—1 个 独立 的 m 元 一 次 方程 组 。 根据 线 代数 理论 ,这 方程 组 仅 有 六 一 (一 1) 一 六 
一 4 十 1 个 独立 解 。 也 就 是 说 矩阵 C 的 各行 不 会 有 超过 一 x 十 1 个 线性 无 关 的 行 向 量 。 定 
理 证 毕 。 

定理 ”从 基本 回路 矩阵 C, НЕЕ m 81 列 组 成 一 mw 一 # 十 1 阶 行列 式 , 它 的 值 非 
零 的 充分 必要 条 件 是 :这 些 列 正好 对 应 于 某 一 余 树 的 严 一 s 十 1 ЖШ. 

证 明 对 于 矩阵 С, 前 面 已 证 了 余 树 的 边 对 应 的 各 列 组 成 的 行列 式 不 为 零 , 故 充分 条 
ЖЕЛЕТ. 

现在 证 必要 条 件 , 即 车 从 Cy Himnit 列 组 成 的 m—n+1 MEE Cu, 它 的 行列 
式 不 为 零 , 则 这 x 一 4 十 1 列 对 应 的 边 必 为 一 余 树 。 

对 边 的 次 序 适当 排列 使 得 : 

Cs = (Сц, С), 

其 中 Cw 为 a 一 1 列 。 现在 只 要 证 这 ”一 1 列 所 对 应 的 边 不 形成 回路 。 因 根 据 树 的 性 质 ,= 个 
顶点 ,a 一 1 条 边 ,而 且 没有 出 现 回路 的 图 就 是 树 ,这 样 就 焉 明了 C, 对 应 的 边 是 余 树 。 

用 反 证 法 。 若 Cu 所 对 应 的 各 列 不 是 树 , 即 存在 这 样 的 一 些 回 路 , 它 仅 由 Cu 对 应 的 各 


边 构 成 , 则 
-lj-le с 


RAA CAPTE C 的 秩 大 于 关 一 a 十 1, 这 与 已 经 证 明了 的 回路 矩阵 的 秩 为 思 一 * 十 
IETA. WU. 

给 出 了 图 G 的 关联 和 矩阵 ,与 无 向 图 的 邻接 矩阵 一 样 ,等 于 给 出 了 图 G 的 全 部 信息 . W 
然 能 从 图 G 中 找 出 回路 也 就 能 从 关联 答 阵 刀 中 算出 基本 回路 矩阵 来 。 下 商 也 就 讨论 基本 
关联 和 矩阵 B, 与 基本 回路 矩阵 Cy 之 间 的 关系 。 

定理 ”如果 图 G 的 边 是 按 这 样 的 次 序 排列 ,使 得 。 

C/=(I i Cu Im—n+1, 
mintl wi 
B,—(B. i B.) tn—l, 
та nl 
其 中 Cu 是 (mm 一 2 十 1) x G—1)58 Bg, Bu 800—1) X a— DB EE I Emnat 阶 的 单位 
矩阵 。 则 
С, —— BL(Bi 7, эў, С, = Bi ODD 7, 
即 
с=п і – ВСВ) OD. 
证 明 由 于 Bc'=0 
B,Cj—0 
即 
T" 


r 
(B. В.) | = В. + BCT, = 0, 


а) 
Ch= —В Bu, 
С — Gg Bi) = — Bh (Bg, 
Hl: 如 图 2-5-2 所 示 


uf =1 0 00 a .. Й 
В = |0 01 10-1 
v, {0 10 —1 1 0 
е ё е еа ё е, е 
yi 1 0:—1 0 0 
=v Ë -1 1i 00 | 
v, 10 o -1i 1 1 0 Z 
e е, e, ез е5 е, 
1 1 0 — 0 0 图 2-5-2 
Bí,—-|0 —1 | В„= | 
o oj 1 1 0j 
—1 0 0 
By- 10 I 
010 


C= —B5 (Bu T 


1 00](-11 0 

一 一 |1 —1 || 0 0 | “ = n 

0 11 911 

[ 一 1 | А 

=|1 -1 1 
° 1 aj „ 
G 1 о ojl —1 0 

“C=C|o 1 0/1 -1 1 E 

с, 10 01/0 1 -al 


-5-3 
в Es еа еа а B 


对 应 的 基本 回路 C. C; C, 如 图 2-5-3 所 示 。 


$6 PRERA AREK 


设 G=(V,E) 是 连通 图 ,SSE, 若 从 图 G 中 消去 属于 5 所 有 的 边 , 则 图 GNS 非 连通 ， 
但 消去 属于 S 的 任何 真子 集 的 边 ,结果 保持 连通 , 则 称 S 是 图 G 的 一 个 割 集 。 也 就 是 说 制 
ES 是 使 连通 图 С 失去 连通 性 的 最 小 的 边 集合 。 

定义 ”有 向 图 G=(V,E) USV, 


Ё (Шу д (ala = Gi v) % € U, s & U). 
80 É QU BSDAU 的 元 案 为 始点 ,终点 不 属于 U 的 边 的 集合 。 类 似 地 定义 : 
EO) a (ala = Go 5) n E Um; € U). 


fi; 令 U= (nimi. 
RI 


we " 


定义 ”有 向 图 G 一 CV,E) 的 割 集 5, 把 顶点 V 分 
BV Va 不 相交 的 两 部 分 ,S, 中 边 的 集合 F. A: 


F, = Ë (VO U ЕУ) = É (у) U Е). “ 


Ec = 4). 


Bl F, PAA V Fe Va 的 边 和 从 V 向 Vi 的 边 。 若 给 这 


Hp 2-6-1 


38 S, 以 方向 ,就 称 为 有 向 割 集 。 则 割 集 S, 中 的 边 分 为 


5 S, 同 向 与 反 向 两 部 分 。 


ЕНУ 和 V 导出 的 G W PE G= (У, .Е,),С,— (У.Е), ШН У, 和 Vs 


通 。 


割 集 矩 阵 ; 


AGETUR I AR 图 G 的 支撑 树 T 可 用 来 确定 割 集 , 因 为 任意 消去 一 树枝 ,7 便 失 去 连 


定义 ТАНААС, е 是 了 的 任 一 树 
枝 , 对 应 于 e — B I BEAR 5.5 ЖАН e 以 外 别 
的 树枝 ,而 且 使 得 它 的 方向 与 * 一致, 这样 得 一 组 割 
集 SS:，…,S,-: 称 为 基本 人 割 集 。 

如 图 2-6-2 REFIR MRE S.,S,,S, 分 别 与 树枝 
е нее, 相 一 致 。 割 集 的 方向 不 如 回路 方向 那样 容易 认 
识 消 楚 , DLS, 为 例 , 它 包 含有 边 eyeyeiyes* 把 项 点 分 
fi V i= (vom V, = oos 两 部 分 ,51 的 方向 规定 为 
ШУ, 的 点 为 始点 ,Vs 的 点 为 终点 者 为 正 向 ;反之 为 负 
向 。 故 与 $s 同 向 的 有 eye,es# 与 S, 反 向 的 有 et。 


H 5\,$;,+,5, EA С= (У, ЕЯ. ЕРЕ ST Gus 


其 中 


| 


1, #15, FAW е, 并 同 向 ! 


— 1, ЖЖ S. AAH 并 反 向 ; 


% 其 它 。 


ИЖ 5 HARER EER SS 3.-: 对 应 的 牢 集 矩阵 称 为 基本 割 集 矩阵 Sy。 
f: 图 2-6-3 所 示 的 割 集 的 审 集 矩阵 为 ， 


S.[— 1 010 0 一 1 
S| 1—101 о о 
S=8| 0 —1 00 1 —1 
S| 1 001—1 ik 
Sl 0 —1 1 1 0—1 
а ее а е 


1 
e 
‚М, 
{~ 
V ` 
Л 
+ 1 
СТУ ' 1 
i 2 . / 
» n 
一 ---/ 4 
-A А 
СА" Vid 
^ - 
~ 
Hj 2-6-3 图 2-6-4 


对 应 于 树 了 一 (el'etves) 的 基本 割 集 矩 阵 为 
S. [—1 0100 —1 
$,2$| 1—1010 0 
Sl 0 —1 0 0 1 —1 
e е её é“ Es є. 
ЖЕ HARER S 与 回路 矩阵 C 的 边 的 次 序 一 致 时 , 恒 有 ， 
С57 =0, SC=0, 
ЖЯ 若 G 图 的 任 一 割 集 与 某 一 回路 C 有 共同 边 时 , 则 共同 边 的 数目 必 为 偶数 。 
HAMAR 5, 与 回路 C; Ж 22 条 共同 边 , 令 它 沿 回路 C RH eie, raus 如果 边 
&, 与 6% 在 回路 中 方向 一 致 , 则 它们 在 8 中 的 方向 必 相反 ,也 就 是 说 若 cu res, Ы C. 同 向 , 则 
其 中 之 一 与 5; 同 向 , 另 一 个 与 3 LR. TOR S 的 第 i 行 与 C” 的 第 i УКА лу л ЕИ 
的 和 时 ,有 


Sus = Dae, = 0 

定理 证 毕 。 

EM ESAKA nl. 

证 明 ”基本 割 集 矩 阵 的 秩 为 "一 1, 故 割 集 矩 阵 S 的 秩 至 少 为 "一 1。 只 要 证 3 的 秩 不 
超过 S, 就 可 以 了 . 另 一 方面 CS 一 0, 而 C 的 秩 为 m 一 4 十 1。 从 方程 组 : 

cx=0 

338 57 Вр Б ЖЕРЛЕ iX Jr E КЖЕ, BER ERSE E k ERNA m— mn 
十 1) 个 独立 解 , 即 只 有 = 一 1 个 独立 解 ! 这 就 证 明了 S РЕКИ 271. EHE. 

将 连通 图 G 的 边 的 次 序 适 当 调整 ,让 余 树 的 边 在 前 ,树枝 在 后 ,使 得 基本 割 集 矩阵 S 
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和 基本 回路 矩阵 Cy 分 别 具 有 下 列 形式 : 
` S, —(Gyu i Ha) In—1, 
m-ati ЖГ 
С; = esi i Сы) }т—я+1, 
—— — 
m—n+1 n—1 
其 中 Iun al 阶 单位 矩阵 。 则 有 : 
定理 $1 一 一 Cl。 
证 明 从 S7Cr=0O 有 


lee 
[Cm tel с, = o, 
S. +С = O, 
定理 得 证 。 
例 ,如 图 2-6-5 所 示 : 
S(-1 -1 отоо 
$,—$| 1 1 — 0 1 | 
$i o -1 1i00 1 
e^ е е, €z е €1 
=n D 
=1 -1 0 
ЕЕ 1 1 -| 
0-1 i 
1-1 0 
Ca 一 | 1 —1 | Ж 2-6-5 
о 1-1 
C—-aica 
1001-1 QC, 
=o 1 011 —1 це 
o 01i0 1 —1)С, 
€) Es е, € es es 
[fi C; C.C, 如 图 2-6-5 所 示 。 
$7 树 的 数目 


首先 介绍 一 个 在 下 面 研究 中 扮演 着 重要 角色 的 Binet-Cauchy 定理 。 
定理 : 已 知 A= Caius B= hura В msn s B 
det(AB) = 27AB.. 
Ж ALB; m 阶 行列 式 ,hi 是 从 矩阵 А rh UR j a, j, 列 组 成 的 行列 式 ;而 吕 正好 
是 从 号 中 取 相 应 的 第 ju ja ja 行 组 成 的 行列 式 ; > 是 对 所 有 排列 h... j. ЖЖП. 
.56 。 


即 


Bit biz b 
det(AB) = 
пае 
а а. 
在 证 明 这 定理 之 前 先 举 个 例子 说 明 如 下 ， 
| 1 2 1 
А= ， 
一 1 3 1 
1 2 |? 
ав - | | 0 
一 1 3 1 
1 
deam = | N ‚|+ 
—1 3 
根据 Biner-Cauchy 定理 可 知 ; 
dercam= | 3 中- 1 12 + 1 dl 1+ | H 
—1 3 —1 aljo 11 [~r 101 11 fa affi 1 


—58:24.2*1-€- 1) (— D = 13, 
下 面 给 出 的 Binet-Ceuchy 定理 的 证 明 是 初等 的 ,但 也 比较 元 长 , 故 非 必 要 可 以 考虑 省 
巾 。 在 证 明之 前 先 叙 述 行列 式 的 Laplace 展开 法 如 下 。 设 


ац аг а. 


ары Әр С“ Әр 
PLU DEC EC NI SEI niic] rg PD 


bi ER F BJ k norem Sr 同样 从 1 A л BTIESEREBRE qoo 后 剩 下 的 是 3 之 
s<: nas G 


[^ Р oe 全 = DE |" б се жыл 
h h СА mod $ s Hoa 


在 确定 了 bibo bi 后 ,行列 式 A 的 Laplace RFRA: 


A|”. Pr on MLI фо 7 2) 
а-а Mh 0d cn Q dq Ф * g ° 


A= 


. 57. 


它 的 证 明 见 诸 高 等 代数 。 
例 : 
-1 -9 — 3 


—5 5 3 —2| aaa | "1 PH 11 
-12 —6 1 —5 s| |—2 1 
9 0-2 1 
—1 -2|.|-6 1 
«opm 
-5 3 0 | 
—1 3| |-6 1 
—— 
t 一 5 一 2 0 al 
—9 —2| |-12 1 
ружна 
+‹ 5 3 9 | 
— 3| |—12 1 
MI . 
+‹ 5 —2 9 al 
— 3] |-i2 —6 
eee А 
+ 3 一 2 9 M 
-C80))-(€7132 • (—6)+ (17) • (12) 
+(—17) + (—21)— (8 (15)+ (—5) (54) 


=18 

不 难看 出 通常 治 一 行 展开 行列 式 的 方法 是 Laplace 展开 法 的 特殊 情形 。 
下 面 开始 转 人 定理 的 证 明 。 由 于 

("= А А ME o an) 


9 7 人 一 fo B fa B 
而 且 根 据 Laplace 展开 法 可 得 : 
I. А 
| | =1 
0 1. 
所 以 
а 4 M = | 2 ^| 
Sia B Sie B 


上 式 右 端 根据 Laplace 定理 展开 , 当 pl 一 11 h= 0, m Rog Zo R£ а= 
natlag—naicegq.—nadm 时 展开 项 才 有 贡献 。 故 得 


ded 


m— 
一 To B 


— (— pymes esie tm руво (АВ) 
一 (一 ую не фи зды (АВУ 


= (— 1) "0де (АВ), 


+58. 


—1 b ba = b, 


B =l aE ,pr 一 mm 对 上 式 的 右 端的 行列 式 实行 Laplace 展开 ,并 注意 车 选取 


88 jedes 列 的 项 为 


ау duy a " 
= |a. а сеен а, -b 
ашу | Qn hj CM 2 
(一 pt EP 
атр ® cts ал bm 


n — т 


а) 


其 中 矩阵 如 :是 ax bn 一 m) 和 矩阵 ,只 有 一 m 个 (一 1) 元 素 , 其 余 元 罕 均 为 零 , Пат 
非 零 元 素 分 布 在 从 上 到 下 ,从 左 到 右 除去 第 二 ,jo,… ,jn 行 以 外 的 a 一 mm 行 里 。 沿 这 n 一 m 


行 采用 Laplace 展开 式 可 得 : 
bu bim 
baz brm 
bo 
ba бм » 
一 (一 ту atesos mak бы ба bim 
ba b ЛА 
故 公 式 (1) 变 为 ， 
aj д, Фм ёр m 
《一 Diam eme | а, бы ба biym 
= 
а s, в, 


^59- 


一 (一 еттт а 


С нода (АВ) = (— 1) mer УЗА В, 


m 


det(AB) = (— 1) "+". S' AB, = AB, 
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ЖЕ ИВ АЕНА G HEERKE, ME G 的 生成 树 的 数目 为 : 
det (BBT). 


证 明 根据 Binet-Cauchy 定理 知道 : *M 
A=B, B=B 


时 有 
[n b, c бу, 
бева = У; ПОНИ 
тал a 
MEME 
而 
5 „сео бу, 
+ Llop 1) RBS 
b oy, Ut by, 一 0 其 它 
E a 
bazin bus б-а), ' 
М det(B,B[) = 21 C+ D! = 树 的 数目 。 
к 
例 : 如 图 2-7-1 所 示 n 
ur 1 1 1 0 0 0 M , 
ul-1 0 0 1 1 0 
B= 
nl o 0-1 0-1 —1 т z *. 
e A E e fs е, 
TERR — ЖЖЖЖ BE: 图 2-7-1 


v 1 1 1 0 0 


ЕЯ 0-10 —1 0 1 


*60* 


co кюк юв 一 


所 以 det (BBT)—16, 
现 把 16 标 树 的 图 象 列表 如 图 2-7-2: 


ALAA 
L AAA 
AALA 


$8 内 向 树 与 外 向 树 


内 向 树 与 外 向 树 是 树 的 两 种 特殊 类 型 ,首先 介绍 树 的 概念 。 为 此 先 引 人 一 个 记号 :w- 
z; ЕН ШИГЕ G 的 两 个 顶点 AFERM eec er) A u ВА v RIAR исо, 来 
表示 。 

定义 ”对 于 有 向 树 了 , 若 存 在 一 顶点 ,使 得 这 树 的 其 它 顶 点 w, 便 有 vo <, 时 ,就 称 


这 个 树 是 以 w 为 始点 的 外 向 树 ,用 T, ERE. 
定义 “对 于 有 向 树 T, 若 存在 一 顶点 w, 使 得 这 树 的 其 它 顶点 ww, 伍 有 zw<w, 就 称 这 


个 树 是 以 mw 为 终点 的 内 向 档 , 用 T, 表示 它 。 
外 向 树 的 特征 是 ;始点 除外 ,每 一 个 顶点 都 有 一 条 边 进入, 且 仅 有 一 条 边 进入 , 即 人 庆 
为 1。 同 理 内 向 械 的 特征 是 :终点 除外 ,每 个 顶点 都 有 一 条 边 从 该 点 出 去 且 仅 有 一 条 边 从 
.61。 


该 点 出 去 , 即 出 度 为 1。 


Ж Аа 
2-8-1 


从 上 可 知 ,对 于 外 向 树 , 关 于 始点 w 的 基本 关联 矩阵 中 , 任 一 外 向 树 “ 树 枝 " 所 对 应 的 
(a—1)X Ga 一 1) 矩 阵 中 ,每 一 行 都 有 且 仅 有 一 个 《一 1) 元 素 ,这 样 a 一 1 个 (一 1) 元 素 分 布 
在 各 列 中 。 换 句 话说 ,每 行 每 列 都 有 和 且 仅 有 一 个 (一 1) 元 寒 。 

类 似 的 道理 ,对 于 内 向 树 来 说 ,关于 终点 w 的 基本 关联 矩阵 中 ,对 应 于 内 向 树 树枝 的 
Ca 一 1D)X tm 一 1) 和 矩阵 中 ,每 行 每 列 有 且 仅 有 一 个 《十 1) 元 寒 。 

例 : 


—1 0 0 1 1 0 
B=| 0-1 0-—1 0 1 
o о —1 0 —1 —1 
VA vy 为 项 点 的 外 向 树 和 它 对 应 的 方 阵 见 图 2-8-3。 
以 外 向 树 为 例 ,车 设 始点 为 wo 对 顶点 与 边 重 新 编号 使 得 : 
e= KZA >0,j= 12, n— 1, 


这 样 外 向 树 Т ЖЕЙ л DX (n—1) Jr, ЕА, ААИ КЖ 
均 为 0。 而 且 主 对 角 线 上 的 元 素 为 (一 1), 不 难 发 现 ,车 令 所 有 (十 1) 元 素 改 为 零 ,不 改变 这 
行列 式 的 值 。 换 句 话 说 外 向 树 T. 对 应 的 行列 式 的 值 与 把 1 改 为 零 后 的 行列 式 的 值 相等 。 
车 不 存在 以 w 为 顶点 的 外 向 树 时 ,其 结果 如 何 ? 留 给 读者 思考 。 

外 向 树 也 是 树 ,所 以 应 该 满足 树 的 条 件 , 即 基本 关联 矩阵 对 应 的 树枝 的 = 一 1) 义 
(Ca 一 矩阵 ,其 行列 式 的 值 为 士 1。 

对 ww 为 始点 的 外 向 树 ,基本 关联 矩阵 B 中 ,把 元 素 (十 1) 改 为 零 后 得 一 矩阵 Ds. 
注意 到 这 样 的 事实 ,从 B Pinal 列 组 成 一 x 一 1 阶 行列 式 ,这 行列 式 的 值 当 而 且 仅 当 


这 一 1 列 所 对 应 的 边 是 一 棵 树 时 才 不 为 零 ,而 为 土 I!。 当 B, 中 相应 的 行列 式 不 为 零 时 ， 
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它们 的 值 相等 。 根 据 Binet-Cauchy 定理 可 得 下 面 的 定理 。 
定理 以 zw 为 始点 的 外 向 树 数目 为 ， 
det B,BD, 
例 , 如 图 2-8-2 Bros ЖШ. 为 始点 的 外 向 树 数目 。 
—1 0 0 1 1 0 
B 一 0 —1 0 —1 0 1 
0 0 一 1 0 一 1 一 1 
—1 0 0 0 ° 0 


—1 0 ° 
0 —1 0 
—1 0 0 0 0 0 0 0 1 

B B? 一 0 —1 0 —1 ° 0 
1 -1 0 

0 0 —1 0 —1 —1 
1 0 —1 
0 1 一 1 

1 0 
—|—1 2 0 


所 以 ,以 zl 为 始点 的 外 向 树 数目 为 : 
der(B,B1) = 6, 


类 似 的 理由 ,车 令 以 zw De Л ЖЕК AREE B, 中 (一 1) 元 索 改 为 零 , 用 В, 表示 这 
样 取得 的 新 矩阵 。 同 样 可 得 : 


定理 ”以 zw 为 终点 的 内 向 树 数目 为 


det( 了 ,BT)。 
例 :如 图 2-8-2 所 示 , 求 以 w 为 终点 的 内 向 树 数目 。 


1 11 000 111000 
Ра 
в= 1-1 00 110 в = 000110 
0-10 —1 0 1 000001 
1-1 0 
1 0-1 
111000 3 —1 -1 
- 1 0 0 
BB[—|0001 10 =o 2 —1 
o 1 —1 e 
000001 0 0 1 
0 1 0 
0 0 1 


故 以 w 为 终点 的 内 向 树 数目 为 : 


" 
det(B (ВТ) = 6, 


这 6 个 内 向 树 的 图 象 见 图 2-8-4. 
图 2-8-1 
$9 二 x 树 
二 元 树 是 一 种 特殊 形式 的 树 ,也 是 比较 重要 的 一 种 图 ， 举例 如 下 : 
例 1: abe 三 个 不 同 的 数 , 按 图 2-9-1 所 示 的 框图 使 之 按 自然 顺序 从 小 到 大 排列 。 
812: 如 图 2-9-2 所 示 从 一 点 向 左下 行为 0, 右 下 行为 1。 这 样 的 树 , 它 的 “叶子 "给 出 


了 一 套 编码 如 图 2-9-2 所 示 的 {000,001,010,011,10,11}.。 用 这 些 编码 表达 的 信息 很 容易 
"T 


b. 
e<a<hb<a<e 001 010 


M 2-9-1 图 2-9-2 


区 别 开 来 ,不 至 含混 不 清 。 编 码 的 要 求 在 于 用 比较 短 的 码 来 表示 常用 的 符号 ,而 少 用 的 符 
号 的 码 可 以 稍 长 一 些 ,这 样 使 得 表达 信息 的 码 的 长 度 尽 可 能 短 一 些 。 

为 什么 说 二 元 树 的 叶子 给 出 的 码 容易 识别 呢 ? 以 上 面 的 例子 来 说 明 如 下 : 

例如 ,接收 信息 011100100000011110, 从 和 树 根 开 始 下 行走 到 叶子 就 算是 一 个 码 找 出 
了 ,然后 青 从 树 根 开始 另 一 个 码 的 搜索 ,不 难 分 辨 出 它们 是 011,10,010,000,001,11,10。 

所 谓 二 元 树 就 是 外 向 树 的 一 种 .外 向 树 中 人 度 为 零 的 项 点 叫做 外 向 树 的 “ 源 ”, 或 叫做 
树 根 。 其 它 各 顶点 的 人 度 均 为 1。 二 元 树 的 特征 是 除了 出 度 为 零 的 叶子 外 ,其 它 各 顶点 的 
出 度 均 委 2。 出 度 非 零 的 顶点 叫做 分 枝 点 。 

刀 是 外 向 树 的 分 枝 点 , 若 从 ww 到 vw 有 一 条 有 向 边 , 则 % 称 为 是 w LL v E u, BS 
父亲 。 所 谓 二 元 树 , 即 每 一 分 枝 点 最 多 只 有 两 个 儿子 。 

二 元 树 结构 在 计算 机 里 容易 表示 。 每 一 顶点 用 一 单元 图 表示 和 如下: 


L|D|R 


图 2-9-3 


ch D 基 该 顶点 的 讯息 , 工 为 左 指针 ,R 为 右 指针 。 这样, 图 2-9-4 的 树 可 以 表示 为 图 2-9- 
5。 


2-9-4 图 2-9-5 


一 般 的 外 向 树 都 可 以 转化 为 二 元 树 来 表示 它 。 例 如 下 面 的 外 向 树 见 图 2-9-6。 
可 用 二 元 树 表示 如 图 2-9-7。 
由 上 图 可 见 一 顶点 左下 方 是 它 的 “儿子 ", 右 下 方 是 它 的 “兄弟 "。 如 果 它 有 若干 个 儿 


子 , 只 指出 其 中 一 个 儿子 ,而 其 它 儿 子 是 这 儿子 的 兄弟 ,依次 类 推 。 
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图 2-9-7 


$10 Huffman fif 


上 节 例 2 介绍 了 一 棵 二 元 树 的 叶子 给 出 一 组 编码 。 比 如 英文 二 十 六 个 字母 出 现 的 几 
率 是 不 一 样 的 , 有 的 字母 出 现 的 次 数 多 ,如 。 和 4; 有 的 出 现 的 几率 很 少 ,如 > 和 4 等. 在 编 
码 时 ,要 求 常见 的 字母 码 的 长 度 短 一 些 , 如 何 设计 最 佳 的 编码 ? 所 谓 最 佳 的 标准 是 使 得 下 
面 码 长 的 数学 期 望 值 

L= Sp 

达到 最 小 。 其 中 4 是 第 i 个 字母 的 码 的 长 度 ,而 p. 是 第 i 个 字母 出 现 的 几率 。 

一 组 编码 可 对 应 一 棵 二 元 树 , 它 的 叶子 о 分 别 对 应 一 权 p cos 到 树 根 的 长 度 (每 条 边 
的 长 度 设 为 1) 为 4。 因 此 设计 最 佳 编码 问题 可 归结 为 找 一 襟 二 元 树 , 使 得 权 

mT) = D bd. 

取 最 小 值 。 其 中 >) 是 对 所 有 的 叶子 求 和 。 这 样 的 树 称 为 最 佳 二 元 树 , 又 叫 Huffman fij. 

假定 : 

P S p < р 

首先 证 明 , 若 了 ER popoe :pi 的 最 优 二 元 树 , 则 р, p: 必定 是 一 对 兄弟 。 因 p, 

最 小 , 故 对 应 的 长 度 应 最 大 。 同 时 n 不 可 能 没有 兄弟 。 如 若 不 然 ,如 图 2-10-1, 立 即 可 
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得 权 更 小 的 树 。 这 只 要 令 它 的 “父亲 ” 结 点 带 权 p BT. 


N /入 
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É T ROBUR bibi ВАЕ uB, ЖР p, Жр; 是 兄弟 ,而 树 Т. 是 令 它们 的 
“父亲 " 结 点 带 权 P. b) 后 的 二 元 树 ,如 图 2-10-2 AR. BRA: 
m(T) = m(T) — h Р 


b. 
N = ra 
` 
Pir Ра pe 
р m 
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Җ% Т, ERR р-р рор 的 最 优 二 元 树 。 而 了 是 图 2-10-3 £A T, 中 叶子 结 
ж Pi T P+ 向 下 延伸 为 分 别 带 权 py 和 户 两 个 “儿子 "的 结 点 , 即 用 图 2-10-3 的 右 图 取代 之 
所 得 结果 。 注 意 右 图 中 新 增加 的 树枝 。 


(7) 

图 2-10-43 
显然 

т(Т) = m) + Pb, + рю. 
z^ mT) =m(T)— рф. 
НЕТ, 是 最 优 树 , 所 以 

mT) mq, 

E 

mT) — р р S mO) — Pi bs 
267^ 
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由 于 了 是 最 优 二 元 树 , 故 
mT) = mT). 


REM: ИИ — HER bit pospan + рь 的 最 优 二 元 树 导 出 了 一 带 权 ps parts pi 
的 最 优 二 元 树 。 即 从 带 上 个 权 的 最 优 二 元 树 问题 简化 为 带 * 一 1 个 权 的 最 优 二 元 树 问题 。 
依次 类 推 最 后 导致 带 两 个 权 的 最 优 二 元 树 问题 。 
例 ;(a) 求 带 权 O. 01,0. 03,0. 03,0. 03,0. 05,0. 05,0. 2,0. 6; 
СБ) 求 带 权 4,6,10,14,15,15,16,20 
这 两 个 问题 的 最 优 二 元 树 。 
算法 说 明 ; 例 (a), 图 2-10-4 中 
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将 权 最 优 二 元 树 , 民 致 找 0.03， 


(1) Д 0. 01,0. 03,0. 03,0. 03,0. 05,0. 05,0. 2,0. 6 89 


0. 03,0. 04,0. 05,0. 05,0. 2,0. 6 的 最 优 二 元 树 ， 
(2) 从 (1) 的 结果 导致 求 带 权 0. 04,0. 05,0. 05,0. 06,0. 2.0. 6 的 最 优 二 元 树 ; 


a GBo 


(3) 从 (2) 的 结果 导致 求 带 权 0. 05,0. 06,0. 09,0. 2,0. 6 的 最 优 二 元 树 , 余 此 类 推 , 详 
见 图 2-10-4.。 为 方便 起 见 , 所 有 的 权 都 乘 以 100, 比 如 0. 01 便 写 为 1,0. 60 便 写 为 60, 还 要 
特别 说 明了 的 图 2-10-4 中 的 (7) 是 最 后 结果 , (8) 和 (47) 从 图 的 拓扑 结构 上 是 完全 相同 的 ， 
不 过 (8) 是 编码 ,例如 叶片 01 (200 ,表示 权 为 0. 20 的 码 为 01, 依 此 类 推 。 

例 (4) 和 (a) 相 类 似 可 得 最 优 二 元 树 如 图 2-10-5 所 示 。 
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$11 搜索 树 


搜索 树 是 实际 中 常用 的 一 种 方法 ,事实 上 前 面 已 涉及 到 这 个 概念 ,更 在 只 不 过 作为 一 


种 方法 独立 提出 来 。 利 用 树 的 方法 可 以 使 得 搜索 过 程 中 状态 变化 复杂 的 现象 变 得 条 理 消 
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晰 ,从 而 找到 最 有 效 的 方法 。 举 例 说 明 如 下 : 

#1: 若 有 nn 根 火柴 , 甲 . 乙 两 人 依次 从 中 取 走 1 根 或 2 根 , 但 不 能 不 取 。 谁 取 走 最 后 
一 根 谁 就 是 胜利 者 。 

为 了 说 明 方法 ,不 防 设 a 一 7. 在 图 2-11-1 中 用 | 7 | 表示 轮 到 甲 取 时 ,有 7 HUGE DR 
示 轮 到 乙 取 时 有 4 根 火 柴 。 余 此 类 推 。 


Hoz 
BAA— M RC || 2 TR s PRE ЕНТ E. 同样 人 或 @ 是 乙 取胜 的 状态 。 
若 甲 取胜 时 , 设 其 得 分 为 1, 乙 取胜 时 甲 的 得 分 为 一 1。 无 疑 轮 到 甲 作 出 判决 时 ,他 一 
定 选 择 能 取 值 1 的 对 策 ; 而 轮 到 乙 作 出 判决 时 , 它 将 选取 使 甲 失败 , 即 选 能 取 值 一 1 的 对 
策 。 这 个 道理 是 显而易见 的 。 比 如 甲 遇 到 图 2-11-2 的 状态 时 , 甲 应 选 max(1, 一 1)? 一 1, 即 
甲 应 取 1 MR ACD S EAD, 同 理 乙 过 到 图 2-11-3 的 状态 时 , 乙 应 选取 min( 一 1,1) 一 
一 1，, 使 甲 进 人 必然 失败 的 状态 | 3 | 为 好 。 如 图 2-11-1 所 示 , 开 始 时 若 有 7 根 火柴 , 先 下 手 
者 胜局 已 定 ,除非 对 手 失 误 , 因 @@ 时 取 值 1. 故 | 7| 取 1 而 状态 @@ 的 搜索 可 以 省 略 去 。 即 
状态 的 甲 决策 使 之 进入 轩 即 可 。 这 样 达 到 剪 枝 的 目的。 各 点 的 值 是 自 下 而 上 回潮 的 。 
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图 2-1-2 
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$12 流动 商人 问题 与 分 支 定 界 法 


本 章 剩 下 的 部 分 介绍 几 个 应 用 , 即 解决 实际 问题 的 例子 。 
Wm na o 是 已 知 的 = 个 城市 ,车 从 基 一 城市 出 发 ,经 过 各 城市 各 一 次 最 后 返 
回忆 ,但 要 求 路程 最 短 。 实 际 上 就 是 求 总 长 度 最 短 的 哈密 尔 顿 (Hamilton) 回 路 。 
. 70 = 


若 对 "个 城市 进行 排列 , 若 B vs 的 路 长 和 到 的 相等 时 ,结果 将 有 二 Cm 一 1)! 
种 方案 。 由 Stirling AR: 
n! as „ят zy 


随 着 的 增加 ,n! 的 值 成 指数 型 融 剧 增 大 。 以 4 二 20 290.201 22. 4228 x 10, 用 每 秒 作 
10 个 方案 比较 的 快速 电子 计算 机 也 要 2. 4228 x 10!#/ (365 24 X 3600X 107) 2. 4228 X 
10“ / (3. 15346 X 10") ле7. 68X 10? 年 这 是 不 现实 的 问题 。 于 是 它 的 能 法 便 更 引 人 注 目 了 。 
下 面 介 绍 一 种 分 枝 定 界 方法 。 设 一 5,5 个 城市 间 的 距离 用 矩阵 疙 表示 如 下 ; 
о 11 117 Ja 
ll e 23 1 3|w 
D= (dahs = | 1 23 со 10 во 
17 1 10 о 6|u * 
2 3 8 6 ælu 
ыа W тщ а 
ЖК аже 9] v, WER. ЕЕРЕЕ. М z, 到 vw 的 距离 等 于 从 vw 到 的 
EH. ERATEN D 为 非 对 称 情况 要 复杂 得 多 了 。 
OD) дя Ж НОЙ ало оо оил оолло 而 且 da 十 dz 十 dz 十 
4а+4в=1+1+3+2+6=13. 
从 图 2-12-I(a) 可 见 这 五 条 边 不 是 Hamilton 回路 , 因 vs 点 的 度 超过 2; 


" T M p. x x < w 
vi 
vi DET Ya m т 
vi vs va a 
(a) (b) (с) 


ta) 


图 212-1 
(2) 考虑 排除 ous XLI EZ РУ ЯЕ ОШ WJ, D, vivs RE vvs 得 : 
di + da + dad di + da = l+ l+ 3+8+ ü =19, 

如 图 2-12-1(6 ,和 (1) 一 样 v 的 度 依然 为 3。 
(3) 保持 mvs 边 得 下 界 13, 而 排除 mzs 边 的 下 界 为 19, 故 继续 沿 着 保持 wmzs 边 的 条 
件 往 下 搜索 ,可 得 duc а-а, Баз +а=18., WMA 2-12-1(c) 依 然 不 合理 。 
(4) ARE ts шуюр; 保存 ww 是 不 可 能 ,但 排除 wins 得 : za 十 ds 十 da 十 ds 十 aa 一 15。 
如 图 2-12-1(d), 仍 不 合理 。 

(8) 在 保持 vivs、wzvs ,排除 vios osos 的 条 件 下 得 : 

du + dy + d, + dst dy = 17, 
如 图 2-12-1(e) 所 示 得 一 Hamilton 回路 。 
由 于 (2)、(3) 所 得 的 下 界 超过 17, 故 无 搜索 下 去 的 价值 。 
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把 上 面 搜索 过 程 用 下 面 搜索 峙 形式 表示 出 来 。 其 中 sS C3.24.25.35.45)=19 表示 
搜索 过 程 的 第 2 步 得 da 十 di 十 da 十 di 十 ds 一 19 树枝 注 以 (15) 或 (15) 者 分 别 表示 确保 
vos 边 和 排除 vios ЕЕ, БЕЯН 5 次 计算 便 得 出 结果 : 


5:7(13,24,18,25,45) 2 13 
as 


$‹%(13,24,26,25,45) = 18 


B) 2-12-2 


例 : 求 下 列 流 动 商人 问题 的 解 : 
w [= 5 3 4 6 
mjs 0 2 10 9 
D=w | 3 2% 8 7 
z |4 10 8 о 1 
246 9 7 1 = 
Up 7; Uy V vs 
我 们 把 搜索 过 程 列 表 如 图 2-12-3; 符 号 同上 。 
上 面 的 例子 中 距离 矩阵 都 是 对 称 的 , 即 i 到 j 的 旅程 和 j 到 ;的 旅程 是 相同 的 。 现 在 
介绍 一 种 方法 可 以 解 非 对 称 型 的 问题 , 即 4 不 一 定 等 干 di;。 但 对 称 型 是 它 的 特例 ,所 以 算 
法 对 对 称 型 仍然 有 效 。 


ce 5 3 4 6” 
5 œ 2 10 9|% 

D—-|3 2 = 8 7[*” 
4 10 8 о lw, 
6 9 7 1 ml 
TQ U; 76 Uy v 


AT CE ЖИККЕ EUS TAH D 看 作 是 旅费 年 阵 ,每 行 抽 取 最 小 元 素 , 并 令 矩 阵 DD 6 
行 的 所 有 元 素 减 去 该 行 的 最 小 元 素 得 


о 2 0 2 313 
з œ 0 8 7/2 
D=|1 0 = 6 52 
з 9 7 оз 011 
5 8 6 0 ol 
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+172. 


S*0CG48.28.13.14.12) = 15 


аз) 
$9045, 24,12, 14,18) = 18 
a2) 


$50048,23,13,12,18) = 17 
不 合理 
A 4 
$:2(48,23,18,14,15) = 16 
39045,2313, 14, 15) =16 


ta dà 
а 5) ae 
.570645,23,13,14,85) = 17 
FAM em 
ЗЧ САБ, 13,14,88,84) = 23 
EAS, 24,19,14,34) = 18 
ao 
不 合理 
*5:9(45,23,13, 14,28) = 18 
А 


572(45,23,13,12,18) 217 


E $17048,23,13,16,38) = 19 
a5) 
БЧеСАБ, 23,13,12,35) = 16 


c 


$‹9®(45,23,12,14,15) = 18 


SU0045.13.12,35,34) = 2, 五 
(45.13.12,35,34) = 24 dà 


Tam S05(46,23,12,13,26) = 20 dO) Sent 23, 1415,38) 220 
(e C чө, 22115,0521 
TH 
*5$:0(45,23,12,14,38) =19 
BH 2-12-3 
o 2 0 2 3 
2 œ 0 8 7 
=|0 0 œ 6 5 
2 9 7 © 0 
4 8 6 0 ol10 
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D, 矩阵 右 下 角 10 一 3 十 2 十 2 十 1 十 1 十 1 的 结果 。 
重要 的 结论 在 于 以 DD 为 旅费 矩阵 的 旅行 商人 问题 的 解 和 以 D, 为 旅费 矩阵 的 解 是 一 


RM. 
用 每 行 的 最 小 元 素 去 减 该 行 的 所 有 元 素 , 相 当 于 从 该 行 所 对 应 的 城市 到 其 它 城市 的 


旅费 一 律 降价 , 降 的 价 是 相同 的 。 用 每 列 的 最 小 元 素 去 减 该 列 的 所 有 元 素 , 可 看 作 是 到 该 
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列 所 对 应 城市 的 所 有 旅费 一 律 降 价 , 而 且 所 降 的 价 是 相同 的 ,旅行 商人 进入 每 个 城市 一 次 
且 仅 一 次 ,而 且 从 该 城市 出 去 一 次 ,也 仅 有 一 次 .最 佳 的 路 径 依 热 是 降价 后 的 最 佳 路 径 .这 
就 证 明了 我 们 的 结论 ,反正 进出 者 一次. 下 面 讨论 D, 为 旅费 矩阵 的 问题 的 解 。P: 的 特点 
是 每 行 每 列 都 有 零 元 素 至 少 一 个 。 例 如 从 出 发 必然 选择 wm 作为 下 一 站 ,因为 da 一 0。 
在 D, 和 矩阵 中 划 去 zu 元 素 所 在 的 行 和 列 , 并 将 du' 改 为 :这样 做 是 为 了 避免 出 现 w 一 vw 
>n 的 现象 ,这 不 符合 问题 的 要 求 。 消 去 第 1 行 及 第 3 列 的 原因 在 于 每 点 进出 仅 一 次 。 
wl2 = 8 7 
mjo 0 6 5 

9 
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D, = 2 


4 
тош u Ys 
在 Di ЖЕФ —HOCEOUR ER IE Jt R ИТЕН ЖА 

w(0 со 6 5 

wc 0 6 5 

ul2 9 o 0 

v4 8 0 coJl2=10+2. 

оъ шщ n 

vy 的 下 一 站 必然 是 选 wm 了 , 因 ds 二 0,dis 所 在 的 行 和 列 去 掉 ,dw 改 为 oO。 同 时 dato 
eo dal оо ficii vou, A dai 改 为 * 是 为 了 避免 wv 一 vs>v1, 这 也 不 符合 旅 
行商 人 问题 的 要 求 ,得 


T, = б 


0 co)l0 。 
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D, = x, 


со 6 5 
2 œ 0 
4 0 cj 

i €, v 

同样 用 D 的 第 1 行 最 小 元 案 5 去 减 第 1 行 ,用 第 1 ИТЕ Ж 2 去 减 第 1 列 得 
се 1 0 
0 c 0 
2 0 оо 
ш ш UU 


о 的 下 一 站 自然 选 ws。 依 上 述 办 法 得 


Us 
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D. =v, 


Us 


19=12+5+2. 
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со ahis. 
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v, 


D, = 


Us 


故 得 一 条 路 径 
QR Up u, — Uy RU, — v 
旅费 为 19 ,是否 为 最 佳 呢 ? 以 开始 时 vv ЖИЙ, ETR oa 一: 究竟 如 何 呢 ? ERE => 
v TE D, Ф а= оо, ñ 48 
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用 第 1 行 的 最 小 元 素 2 去 减 该 行 其 它 元 素 得 


To 0 0 0 1 
"2 7 0 8 7 
mjo 0 ~ 6 5 
ъ|2 9 7 © 0 
ule 8 6 0 “2=10+2。 


12 ВЕЕ ВЕ за о 后 旅费 的 下 界 。 
现 将 搜索 树 表示 如 图 2-12-4: 
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B 2-12-4(4) 


m јо ow 
Bt wf 2 ою 0 
= 0 Q* c 
" 29 7 
mia. 8 6 
PEE 
TU 
э foa о o 1 V9 
“| о соң 7 
“| ° 1 об 
mw? 0 0 9 рдд 
Uim ve ve 
Ds 
ve 
"v 
u 
с. 
UN 
“ о œ 
wo 0 
n| = © 
wis 6 
w UP 


*76+ 


0 1 
8 ? 
6 5 
° o 
0 се /12 
PE 
#@ vmm 
c о e 0 14090 
29 0 8 7 
о o c ё 5 
2 9 тео 
4 B 6 0 ју 
Et [E 
Lnd D M 
2 = 0 ? AD e 0 c e 1\02) 
[2m 20 87 
2 170 0-53 
9 7 0 
4 0 8 0/2518 вв od 
PEDE 
uon m e — saa 
v fo» 0 c 013) со 0 æ æg AO 
2 2 о 0 8 6 
"tm Cl ооо 6 4 
w| o ‹о=о o7. 
z ос 
= \о 4 fpo 48 80 . 
U, Ve ют 
图 2212-400 
ujo 0 = о 0 ao 
w]2 = 0 8 в 
| o o o 6 4 
ulo 7? s = ә 
wit 8 6 9 9 hs 
v Ve LZ т 15 
B, vom 
c o MIs) c 0 o o o («19 
B в 20 0 8 6 
2 ° о ә = 6 4 
9 9 fis a 2 0 а ә 
un 4 8 5 9 о дт 
И 232-4 


故 得 最 佳 路 径 : 

总 费用 为 19, 垂 阵 右上 肩 里 的 数 是 搜索 的 顺序 。 例 如 右上 肩 (5) 便 是 (5) 对 应 的 皇 阵 估 
的 办 为 20>19, 故 停止 继续 搜索 ， 其 它 如 C6) ,C7) ,C9),…,《13),《15),《16) ,都 是 由 于 估 
界 超过 合格 的 19, 无 搜索 的 价值 而 放弃 。 


$13. 最 佳 匹配 问题 


匹配 疝 题 是 运筹 学 的 重要 问题 之 一 ,也 是 图 论 的 重要 内 容 , 它 在 所 调 “< 人 员 分 配 问题 ” 
和 "最 优 分 配 问题 "中 有 重要 应 用 。 本 书 举 例 说 明 如 何 利 用 分 枝 定 界 靶 求 问 题 的 解 。 
ЕЛА, В,С,р д, ЕТ, E, E, N 四 种 产品 的 成 本 如 下 面 矩阵 所 表示 ， 
A(99 Б 59 73 
_ Bl79 15 93 87 
cle? 93 13 81 


Б\16 79 86 26 
I 1 E N 


问题 是 哪 种 方案 使 成 本 最 低 ? 假定 一 种 材料 用 作 某 种 产品 就 不 再 用 作 其 它 产品 的 原 
料 。 
«pm. 
CO 确定 材料 4 用 作 产品 1 ЙБ. EER E 中 去 掉 第 一 行 .第 一 列 后 得 矩阵 
B[15 93 87 
C|93 13 81 


D79 86 26 
H E N 


即 排除 4 ERREGER EHE ТРАЕН E ú N 的 材料 。 结果 选 得 号 作 
为 王 的 原料 ,C 作为 1 的 原料 ,DD 作为 N 的 原料 ,用 
(456? 
153 
来 表示 . 其 中 153 是 eu 十 ez 十 ea 十 eu 一 99 十 15 十 13 十 26 的 结果 . 符号 4B C D 表示 А,В, 
C,D 依次 作为 1 ， 1, ,RN 的 原料 ,4 表示 在 确定 以 4 作为 的 原料 是 先决 条 件 。 只 要 
AB,C,D 中 没有 重复 出 现 的 现象 就 算是 合理 的 匹配 。 
同 理 以 8 作为 1 的 原料 的 条 件 下 ,得 
| AC P) 
124 


显然 也 是 合理 的 ,而 且 成 本 比 153 少 。 
确定 C 作为 1 的 原料 和 DD 作为 1 的 原料 分 别 得 
[елар раса 
158 108 
«77+ 


显然 这 两 个 选择 都 是 不 合理 的 。 竺 别 是 
[° AA P) 
158 
没有 搜索 的 价值 . 因为 在 确定 C 作为 ! 的 原料 的 条 件 下 成 本 最 少 为 158, 比 已 有 的 合理 方 
al ie mam. 
[2 АС 4 
108 
说 明 以 品 做 为 1 的 原料 的 条 件 下 ,成 本 的 下 界 为 108, 最 有 继续 探索 的 价值 。 
(2) 在 确定 作为 1 的 原料 的 条 件 下 ,分 别 以 4,B,C 作为 【的 原料 的 条 件 下 得 
| 


116 117 242 


| BACD 
Ramu m B ik Y 


DACC 


] 更 佳 ,是 搜索 到 此 所 得 的 最 好 结果 。 


saxi ero i| <, “| 由 于 下 界 пе 比 最 好 结果 117 je ERR 


(3) 在 以 ,4 分 别 作为 1 , 工 的 原料 的 条 件 下 , 令 В.С 分 别 为 的 原料 得 
[222с) (раса 
196 | 122 
虽然 都 是 合理 方案 ,但 由 于 成 本 高 于 117, 故 最 佳 方案 仍 是 
[^5e^ 
117 
搜索 过 程 如 图 2-13-1 所 示 : 
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1. RHE CsH: 的 枝 链 结构 图 。 
2. 图 G 是 2 个 顶点 局 条 边 的 图 。 若 


A= Ga) а= (e 5j v; КА: 
B= (ы. hb (925 的 端点 : 
dix) j =i 


D= (4). dj = 


0 ,ji 
试 证 : BE =A+D., 
3. 试 证 若 图 C 的 任意 两 点 之 间 的 者 路 是 唯一 的 , 则 图 G 是 树 。 
4. 试 证 若 图 C 有 个 顶点 ,n 一 1 条 边 ,不 存在 回路 , 则 图 G 是 连通 图 。 
5. 求 下 列 图 的 树 的 数目 ,并 画 出 所 有 的 树 。 
6. 利用 分 支 定 界 法 解 下 面 的 流 动 南 人 和 问题 ,其 中 六 
是 6 个 顶点 wzarzaztzs 间 的 距离 矩阵 。 


vfo 34 2 50 59 
|34 0 36 68 67 
D—w|2 36 0 51 60 
0,50 68 51 0 13 
о, (59 67 60 13 0 图 习题 5 
Vi Va Us v, Us 
7. 用 分 支 定 界 法 求 下 面 的 最 佳 匹配 问题 。 其 中 C EREE ABCD 是 村 料 , 1，I， 
INE. 
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I" 
8. 试 利用 Binet-Cauchy 公式 讨论 内 向 树 的 数目 为 什么 不 是 der BD. 
. SEM a 个 字符 的 频率 : 


р 


f< =< <, 
试 写 构造 它们 的 Нийтап 码 的 程序 。 
10. 过 给 标号 的 = 个 顶点 的 树 有 xz 一个 。 试 证 明之 。( 提 示 : 实 际 上 是 蒜 个 项 点 完全 图 Vi。 
的 支撑 树 数目 ) 。 
1l. 。 是 连通 图 G 的 一 条 边 , 若 从 G 中 消去 *, 结 果 CN{e1 子 图 为 非 连通 图 , 则 称 。 是 C 的 
桥 , 试 证 。 是 桥 的 充 要 条 件 是 所 有 支撑 树 都 包含 边 。 
29. 


12. FA G 的 支撑 树 是 唯一 的 , 试 证 C 本 身 就 是 树 。 


13. 设 C 是 一 连通 图 ,C REG 的 回路 , 试 证 的 任 一 棵 支撑 树 的 补 图 ( 见 第 一 章 习题 第 16 
题 ) 必 然 至 少 有 [C 的 一 条 边 。 


14， 求 于 图 的 中 国 邮 路 问题 的 解 。 


图 习题 14 
15. ВТЕ» МАКЕ, ЕТ 上 度数 最 大 的 点 。 
(a) 试 证 40) —2 时 了 是 一 条 道路 。 
(0) 车 dlv)=n 一 1, 试 讨论 是 一 星 图 。 
16. 试 证 二 图 存在 一 条 哈密 尔 顿 回路 。 


E 习题 16 
17.， 坛 证 干 图 存 在 一 哈密 尔 顿 道路 ,但 不 弃 在 哈 审 尔 顿 回路 。 


图 习题 17 
.в0. 


第 三 章 图 的 算法 


$1 最 佳 路 径 问题 及 其 算法 


一 , 设 图 G 一 (V,E), 对 6G 的 每 一 条 边 (vw) 赋 以 权 ,G 连同 在 它 边 上 的 权 称 为 荆 权 
若 一 条 边 (w,zj) 的 权 表 示 它 的 长 度 ,一 条 道路 /= le ›е ез, sn) 的 长 度 即 为 上 所 
有 边 的 长 度 的 和 .。 在 冉 权 图 中 给 定 一 个 顶点 w( 称 为 始点 ) 及 项 点 w( 称 为 终点 ) ,所 谓 最 短 
路 径 同 题 ,就 是 在 zw fl x; 之 则 的 所 有 路 笃 中 ,寻求 长 度 最 小 的 路 径 ,这 样 的 路 径 称 为 从 也 
Bl z; 的 最 佳 路 径 。 
许多 选 最 优 的 问题 都 和 图 论 中 的 最 佳 路 径 问题 相关 。 最 佳 路 径 问 题 在 运筹 学 中 有 着 
许多 实际 意义 。 
比如 图 3-1-1(a) 是 各 城市 间 的 交通 网 , 求 w 点 到 其 它 各 点 的 最 短路 径 。 各 边 的 权 可 
以 是 路 径 的 长 度 ,也 可 以 是 交通 费用 。 
求 一 点 到 其 它 各 点 最 短路 径 算法 之 一 : 
《1) 任 取 一 棵 以 we 为 根 的 外 向 树 。 并 求 各 点 与 wm 的 距离 1, 如 图 3-1-1(6) 所 示 , 在 各 
点 所 广 的 孝 值 便 是 上 的 长 度 。 昌 然 它 是 与 竺 的 选择 有 关 , 是 治 树枝 回 湖 到 v 的 结果 。 
(2) 树枝 以 外 的 边 ww 的 长 度 设 为 必 , 若 对 于 所 有 的 uw; 边 的 两 端点 wo 不 等 式 
1 < + d; 
都 成 立 ,出 这 棵 树 便 是 所 求 。 否 则 若 对 其 中 一 对 相 邻 顶点 oo; 有 : 
ll dj 
MARL v, 为 终点 的 树枝 , 代 以 ww; 近 。 修改 由 此 引起 路 径 长 度 的 变化 。 如 此 反复 进行 ， 
直到 对 树 以 外 的 边 都 进行 了 比较 ,无 任何 变化 为 止 。 这 样 所 得 的 树 即 为 所 求 。 如 图 3-1-1 
СЬ) 所 示 。 


二 、 求 一 点 到 其 它 各 点 最 得 路 径 算法 之 二 一 Ше (Ріка) И 


ЗП олоо еер, 是 从 o, P) о, 的 最 短路 径 , 则 wa…z-: 也 必然 是 从 wm 到 w-: 的 最 
短路 径 。 根 据 这 原理 ,前 一 节 的 问题 也 可 按 如 下 进行 求解 。 
(1) 与 wo 相 邻 的 项 点 有 vi ios 两 点 ,zi 最 接近 于 wm 点 , 联 veo iE ELA 51. 
(2) 和 S= (ооо АОИ ВО А оо оов тъ 而且 
.=2+,=3, 
4-2, 
A4-—ltda-3, 


min (54,4) —4—2. 


H| 3-1-1 


故 连接 wezs。 

(3) & S= (vot oc) EAE EEG FUR vov moe 
L=1l+ae=3, 
= тіпа, +4503, 
Па, dsao75, 
min (Z 4L) =, 

Wok vivas vim. 

(4) E S= loo rti 52 os cos HERBA ERE Ж oso KP 
l—htda—6,. 
4—minlUs- dg 4) —min(5,5) —5, 
加 一 6 十 ds 一 2 十 3 一 5， 


。82 - 


Bi=l td. =3+2=5. 
故 联 wsv3， тиот, vovn 等 等 。 
如 此 依次 反复 进行 直到 所 有 的 顶点 都 连接 起 来 为 止 ,如 图 3-1-2 所 示 。 
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Z. Dijkstra ИБ 


(1) S— (G4). G0, Lluna, i1, 2, ma i0, SVN) 
(D 车 3 是 空 集 则 打印 5 后 停止 ,否则 转 (3); 

(3) 对 vwE5 的 所 有 点 计算 1o) = min (Go) | HG) duhi 

O 4 Ls.) omini G0) SESU (oi) S SN iai Siti О). 
其 流程 图 ( 见 图 3-1-3) 。 


100) = min [teo dep rao] 
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ves 
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图 3-1-3 


Bj: 如 若 某 一 设备 今后 五 年 内 的 价格 依次 为 100,110,115,120,130( 单 位 ), 已 知 该 设 
备 在 第 1,2,3,4,5 年 内 的 维修 费用 分 别 为 10,15,20,30,60 单位 ,使 用 1,2,3,4,5 年 后 的 
折旧 绵 为 50,40,30,20,0 单位 。 试 问 应 如 何 更 新 该 设备 ,使 得 到 第 5 年 终了 时 总 费用 最 
少 ? 
问题 导 到 求 下 图 3-1-4 中 从 到 о, LAB ER E cos 点 表示 第 i 点 开始 的 状态 , Cv， 
*+84 ° 


vw) 边 上 的 数 表 示 从 第 i 年 开始 购买 该 设备 到 第 j 年 开始 的 总 费用 , 例如 ("，*:) 边 上 的 数 
Ж 60— 100--10— 50, Ж 100 单位 ,第 一 年 维修 费用 10 单位 ,1 年 后 的 机 器 折旧 卖 
出 50 单位 .又 如 (oa vo) 边 上 数 为 100 十 19 十 15 十 20 十 30 十 680 二 235, 即 购买 设备 费 100 单 
位 ,5 年 内 的 维修 费用 为 10 十 15 十 20 十 30 十 40 一 115, 最 后 收回 折旧 费 0 单位 , 故 总 典 用 
215 单位 , 余 此 类 推 。 


图 3-1-4 


上 图 中 每 一 条 从 w 到 vs 的 路 径 都 表达 了 一 种 设备 更 新 的 策略 。 例 如 (wze? 边 便 是 
第 一 年 购置 设备 ,一 直 用 到 最 后 一 年 的 策略 ,总 费用 为 215 单位 ,m uuu —usu 
又 代表 另 一 种 极 奖 情形 , 即 当年 买 的 设备 ,第 二 年 便 更 新 ,总 费用 为 
60 + 70 + 75 + 80 + 90 = 375 单位 。 
FAR AMER Dijkstra) Е v; 到 we 的 最 佳 路 径 如 下 图 3-1-5, 从 而 可 得 最 短路 径 为 
wwze* 即 第 一 年 购置 ,到 第 四 年 更 新 一 次 ,直到 最 后 为 最 佳 方案 ,总 费用 为 220 单位 。 


图 3-1-5 


$2 最 短 树 问 题 及 其 算法 


具有 个 顶点 的 树 中 , 某 树 的 树 校 的 权 之 和 称 为 该 树 的 权 。 具 有 最 小 权 的 树 称 为 最 
短 树 。 首 先 我 们 来 看 一 看 具有 个 顶点 的 树 的 数目 是 多 少 ? 

定理 过 a 个 顶点 的 树 的 数目 为 a"?。 

证 明 假设 这 x 个 顶点 的 标号 为 1,2,…,n。T 是 其 中 的 一 棵 树 , 了 的 树叶 中 标号 最 


° 85^ 


Л а КАВ bo Ж а, AMH.) ЕЙГЕ n—1 个 顶点 的 树 的 树叶 中 ， 
寻找 某 标 号 最 小 的 , 设 为 ax:, 其 邻接 点 为 名 , 移 去 顶点 a, MH lab), B£ D) E 09) 
办, 直到 最 后 利 下 一 条 边 为 止 。 这 样 共 移 走 了 a 一 2 条 边 , 可 得 相应 的 序列 ， 
БББ. 
也 就 是 说 按照 上 面 的 步骤, 树 了 唯一 地 对 应 了 一 个 具有 ”一 2 А bb 
bo EP b, 可 以 相同 ,也 可 以 不 同 。 
反之 ,给 定 一 个 具有 "一 2 个 数 的 序列 ， 
所 aa。 а) 
可 以 找到 一 棵 树 与 之 对 应 。 办 法 如 下 ， 
从 序列 
12,75, 0) 
ФАШ ЕАО) Н, BRANE a EE sr il Gs bi) ,然后 从 序列 
УФА БАО НН Ж а ,在 余下 的 序列 (1) 和 (2) 中 继续 以 上 的 过 程 ,直到 序列 (1) 空 
为 止 。 这 时 在 序列 (2? 中 剩 下 两 个 数 , 设 为 4, bi ERRA a 和 卢 便 得 一 标 树 。 
这 样 ,个 标号 的 顶点 的 树 了 和 ”一 2 个 数 刀 .如 ,…,6,-: 组 成 的 序列 (1) 建 立 了 一 一 
对 应 美 系 。 而 序列 (1) 的 数目 为 ,从 而 可 知 树 的 数目 也 为 x"?。 
上 面 给 出 了 4 个 顶点 的 树 的 数目 为 a“, 若 用 术 举 法 从 mw“ 个 树 中 找 出 最 短 树 ,将 是 
极 大 的 计算 量 , 故 有 必要 寻找 更 好 的 算法 来 确定 最 短 笃 。 
寻求 最 短 树 的 问题 也 是 有 它 实 际 背景 的 , 例如 在 某 一 国家 或 地 区 ,需要 营造 一 铁路 网 
把 一 些 城市 联结 起 来 ,要 求 总 长 度 最 短 或 造价 最 低 。 例 如 图 3-2-1 是 15 座 城市 及 彼此 之 
ARER RR S ht. 


图 3-2-1 


ЖР, 

a) 先 任 取 一 支撑 笃 ( 见 图 3-2-2Ca))。 

(2) 若 加 上 一 条 余 树 的 边 , 立 即 形 或 一 个 回路 。 如 果 这 回路 中 有 一 条 边 比 加 上 的 边 要 
长 , 则 以 所 加 的 边 取代 较 长 的 边 ,形成 新 的 树 ， 这 样 进行 下 去 直到 不 出 现 这 现象 为 止 。 

如 图 3-2-2(6) 一 (了) 便 是 这 个 修改 更 新 的 过 程 。 

求 最 短 树 的 Kruskal 算法 : 

图 G 的 顶点 数 为 4, 边 数 为 ma 

ВАРА G 的 边 接 权 的 递增 顺序 排列 ， 

‚86° 
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(e) 


2 
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图 3-2-2 


a <a < < < e, 

先 取 进 。 if Bp Tie) ,检查 iB. ДЖ е 边 和 es 边 不 构成 回路 , 则 取 进 cz 边 , 即 作 
TATU te ERE E e 边 。 再 检查 e, 边 ,如 车 e WA eo es THRE H ДИЕ T-T U 
{ез}, 即将 e, 边 取 作 树 了 的 树枝 ,否则 将 a 放弃 ,如 此 反复 继续 下 去 ,直到 找到 “一 1 Ж 

,87 。 


MAHT 为止。 这 便 是 所 求 的 最 短 树 。 
Kruskal 算法 的 基本 思想 是 在 不 构成 回路 的 条 件 下 “择优 录取 " 权 小 的 边 .算法 的 有 效 
性 的 证 明 略 去 。 


上 面 的 例子 用 Kruskal 算法 叙述 如 下 : 

(1) 把 图 3-2-3 的 22 条 边 按 权 从 小 到 大 顺序 排列 ， 
dj -1, di =l, а=1. 
di =l, ай'=2. а%=2, 
di'-2, cd 一 2， ай'=?, 
аўв=2, cd 一 2， d=2, 
diii—2. di^2. dif —2, 
46%=3, di3 =3, а1=3, 
di? =3, diu-8. dij -—4, 
difi—-4. 


(2) 把 上 面 的 各 边 顺序 逐个 加 上 去 , 若 出 现 回 路 则 把 这 条 边 排除 。 图 3-2-3 中 各 边 的 
括号 ( ) 里 的 数 是 该 边 的 排序 。 


围 3-2-3 


kx. 

《1) 将 边 集合 无 的 边 依 权 的 大 小 从 小 到 大 的 顺序 排列 得 

(2) Telah i, j—2, 

(3) 若 ;一 "一 1 则 作 f 输出 了, 结束 ,】 否 则 转 (4)。 

(4) ft; 加 到 了 上 形成 一 回路 则 作 【 ;<-j 十 1, 转 第 4 步 ,], 否 则 转 (5)。 

6) TATU (e) jj. ii 十 1, 转 (3)。 

这 里 i 和 j 分 别 用 以 记录 加 人 到 生成 树 的 边 的 数目 和 依次 进行 检查 的 边 的 序号 。【 】 
在 这 里 是 作为 语句 的 括号 ,相当 于 begin 和 end 的 作用 。 

Krnskal 算法 用 框图 形式 表示 见 图 3-2-4。 

M Kruskal 算法 齐名 的 还 有 Prim 算法 ,Kruskal 算法 要 求 将 图 的 边 按 权 的 大 小 从 小 
到 大 排列 。Prim 算法 则 不 需要 , 它 的 基本 思想 是 :从 某 一 点 开始 , 设 为 mw, 则 作 3S< (u). R 
VNS 中 的 点 与 5 PAREREA. WAC u) PEP nE S oE VNS WH Co оу) ЖИИ 
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人 到 树 了 中 来 , 且 w 进 和 人 5。 依 此 反复 进行 ,直到 ”个 项 点 用 ”一 1 条 边 接 起 来 为 止 . 下面 
AABE D= (di) EEG НҢ ЕРЕ, Со, v) & E Bb doo Н d=, j=l, 


2, <, n, 


ЖЛЕ Burm Vm HES 


ae 


Prim im. 
(1) ТФ, «11-0, £—1, 
i 从 2 到 a 作 
4214, 2011.1. 
[OE ¿Zn ШЕ 
[ 输出 了 ,结束 ,了 ,否则 作 
E min--oc, 
j 从 2 到 nn 作 
[ # o<q[;]<min 则 作 
[ mingli], A< 11. 
(3) TATU {Ch BAD Y, ghleo. 
(4) j À 2 8л fE 
К Edy 
[q[;]< au. pLi]. 
(5) .ke 十 1, 转 (2) 。 
算法 中 数组 p[ 门 用 以 记录 和 wi 点 最 接近 属于 S (PU UTR Uie e ET RE RR 
qLi]—0 表示 BKA 5. 
„89. 


图 3-2-5 是 用 Prim 算法 求 最 短 树 的 例 。 
fi. 求 图 3-2-5(a) 的 最 短 树 。 


v 5 m 
RO 
ба) ps 
ui 5 EI 
图 32-50) 
解 :以 um 为 起 点 。 
v [^ 
EX 5 w 4 . Ta 2 4 
s 
Фу ы | = а | = д “р NIA 
5^« 3 т, Vs n 
% 5 % 3 5 ow ” 
图 3-2-50) 


$3 FEP A E SEE R RPE 


本 章 第 一 节 给 出 了 求 图 中 给 定点 到 其 它 各 点 的 最 短路 径 。 现 在 讨论 任意 两 点 间 的 最 
ЖЕЕ ЕЕ рса ое Уеа ПИН E, RT а AR ЖОН RE Ж 
过 后 者 有 自己 的 特殊 性 ,读者 将 可 看 到 有 些 算法 是 十 分 聪明 的 。 

为 了 讨论 方便 , 先 定义 矩阵 的 一 种 运算 。 

设 A= ajari B= GO)» 

定义 C=AGB=C,.,.. 

其 中 сетіп (ал aa Fb se aa b), 

ES PA= laux B= Gus 

D= aj), = АФВ. 
其 中 djy=min{ay, bj). 

可 以 利用 上 面 定义 的 运算 求 任意 两 点 间 的 最 短 斌 离 . 设 了 一 (dv),x" 是 图 G JEE RAE 

阵 , 即 dr 表示 vw; 边 的 长 度 。 但 若 与 w 无 边 相连 时 , 则 4 一 。 这 样 
D? = DOD = (0), 
其 中 dp'=min(di+di, dad, t d, dy. 

ж dy' 表 示 从 wv 到 vi 两 步 可 到 的 道路 中 的 距离 最 短 者 。 同 理 D*=D**D== 
Са В ХЕ АРУ о НЕ РР о, B Rr E c 

TEER 
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@р = (x, 


s= DOD? @ ...... 
的 意义 是 :5 为 w 到 的 所 有 道路 中 的 距离 最 短 者 。 


例 ; 


ЕД 


[3 


ЕЛ 


ЕЛ 


va 


HB 3-3-1 


8 =< вео 8 
882823898 
8 = — 9 gE 
з= 88488 
~ #385888 
888282998 
° à ә nano & 
A 


Ya Vy U © ve 


тл 


8-872998 
88-9888 
$7898 
== 8858 8 
7-888858 
8888858 
8 = 8 o eo юю 8 88 
9824888778888 
878887828288 
*w7^8888988888 
7888828882828288 
38383382383883 3 8 
I Ш 
à 


类 似 可 得 


со ос со 
со oo oo оо oo 

со o0 co ос oo oo 
оо oo co co oo oo 
oo оо оо ос oo oo 


pa = 


“81. 


oo c оо оа co б 
со оо оо oo оо on 
оа оа оо оа оа оо 
рч = 
оо оо оо ос c° оо 
oo oo oo oo oo oo , 
оо оо оо ос оо со 
De = (ду, dt = оо, j= 12,7. 6 
2 8= рррефрефре= (ы, 
о 1 2 3 4 6 
о о 1 2 3 5 
^ les со co co co 3 
со oo oo oo oo б 


со оо оа ос ос oo 


上 面 矩阵 中 若 uo v; 两 个 顶点 之 间 没 有 道路 时 , 则 出 现 5 一 0, 在 机 器 中 实际 是 一 个 
标志 数 , 凡 下 到 这 个 数 时 便 按 2 处 理 ,这 个 数 可 以 是 机 器 所 允许 的 充分 大 的 一 个 数 。 

可 以 看 出 以 上 所 介绍 的 计算 任意 两 点 间 最 短 距 离 的 算法 的 计算 量 是 ,下 面 介绍 一 
种 求 任意 两 点 间 最 短 虐 离 的 Warshall 算法 。 

设 图 G 的 顶点 数 为 a,D ИТЕ ИЕ. Warshell 算法 的 步骤 如 下 ， 

са) AD; 

(2) keli 

(3) i<-1; 

(4) dj min(d;, duda), j71, 2, «m 

(5) 4-1-1. X itn RA): 

(6) 2—k+1, Ж k<n $C Gf LE 
Warshall 算法 的 框图 如 图 3-3-2 所 示 。 

算法 是 对 ?7 进行 循环 , 故 它 的 复杂 性 是 O(m2)，, 即 对 矩阵 也 进行 次 修改 .还 是 以 
图 3-3-2 为 例 : 


оо | 2 осоо со c 

c o | 3 o 7 

оо со oo оо 
ро 一 1 2 

оо oo оо со со 3 

со со оо co о f, 

co oo oo oo са ос 


k—2 Ik di; -min(d;, dn 十 dy), 得 
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3 时 有 


DO оо бо со осо 


оо oo оа oo co 


оо оо оо oo со co 


e 


+4 


4<оа, Ё 


оо оо оа оо co 


со оо оо оо оа 


со со сс бо со c 


p» 


ВЕНЖИК, ЙИШ А, d. 
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其 中 duSdutdyu=2+1=3<4, 
ds 一 da 十 da 一 4 
du=d;s+du=1+1=2<3, 
k=4,5,6 依 此 类 推 。 


$4 图 的 连通 性 判断 
设 G 一 (Y ,已 为 无 向 图 ,其 中 


V = (uu un a Who n= |V], ES (eie "+ е}, m = JEJ. 
今 E= Qna m £= 1, 2, +, т, 
连通 图 的 概念 前 面 已 讨论 过 ,现在 的 问题 是 判断 图 G 是 否 连通 ? НАЦ AJL 
个 连通 块 ? 
下 面 算法 的 基本 步骤 是 程式 化 了 的 。 


O) iel, 71, 
(2) 若 ww 与 好 同属 于 一 个 连通 块 时 转 (6) ;否则 转 (3)。 
„4. 


D 若 世 与 w 都 不 属于 任何 一 个 连通 块 , 则 用 边 = Cu ,v4) 建 立 一 新 的 连通 块 ,f= 
f£), 

OD Фо Ru ATE p 个 连通 块 ,但 о, CBR os TRUE HERI — РЕЗА, ДН e= 
«о, о> EATA p TEER (6). 

(5) # v, 5j u, ЯА TRAR ЙЯ 4 ЖОШ И, ДОЛ е, = Gu, оь AARRE 
КИЕ. IC £710. 

(6) ii 十 1, 若 :< 十 1, 转 (2); 否 则 结束 。 

上 面 算法 可 用 框图 描述 , 见 图 3-4-1。 


$5 树 的 生成 


上 节 讲 的 判断 连通 块 的 算法 , 略 加 修改 便 可 以 用 来 生成 一 标 树 ,只 要 当 “ 一 (zw， ш) 

边 的 两 端点 已 给 了 所 属 的 连通 块 标志 时 ,ei 不 作 任何 处 理 即 可 ,细节 问题 留 给 读者 自己 思 
考 。 

生成 图 G 的 所 有 的 树 , 则 比较 复杂 。 下 面 首先 介绍 几 种 算法 : 

1. 在 第 二 章 我 们 介绍 了 从 Binet-Cauchy 定理 导出 树 的 计数 公式 , 即 连通 图 G 的 树 的 
数目 为 

аетСВ,ВГ), 

其 中 及 为 G 的 基本 关联 矩阵 ,类 似 的 办 法 可 以 用 来 给 出 权 的 “清单 ”. 为 此 引进 与 短 阵 B, 
一 (所 ?对 应 的 矩阵 型 一 (Gr) ,其 中 


或 简 记 为 
K = Б, ер 
则 
det ВВ) 
给 出 树 的 清单 。 这 个 行列 式 的 展开 式 中 不 同 的 项 代表 不 同 的 树 。 这 个 公式 的 证 明和 第 二 
章 第 7 节 几 乎 完全 一 样 ,不 重 述 。 例 : 


1 11 000 
B.—=|—1 0 0 1 1 0 
0 — 0 —1 0 1， 
0 
B= 


e e € 0 0 
一 | 一 ea 0 0 е es 0 


0 — 0 —e 0 eje 
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е, ei 
图 3-51 
1 —1 0 
а саа 0909] 9^7 
FB =| 0 0 e e 0 1 ° 0 
0 —, O —е, 0 e, ° Dou 
o 1 0 
0 0 1 
ei Fei е m —6 
=| =e е+е+е — 
—e, —e, ez 十 es 十 eaj ' 
eerte —е, —e6 
Z^ der(BuB = —е, ere des -e 
—e, —a etete, 


= (ее, Без) lete, Бев) (e, Heit 64) — eiee — eer hle tetes) 
—е{Се,-Ее;-Еез) —el (e; -Hei tes) 
=e ejeg + еее, teese, teresest eers Heeres t erse, Hese teer Heet, 


Hereregte, terreg Heres Tr tts -езезев a 
2. 再 引进 一 个 叫做 子 图 多 项 式 的 , 即 对 于 某 一 子 图 G, 定义 ， 
P, = да + ае + = aus = Ўае, 


其 中 系数 
eum NE 
见 图 3-5-2。 
T= e. e es REIH, A `L Z 
P+ = e) + e, + es, е6 
规定 运算 规则 ， въ 252 


ете = 0, e; * e, = 0. 
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设 已 一 Dian. P,= Эке, 
= = 


则 PP,= > D аре, 
Di: Pe=e Herter P,=e tHe, tes. 
由 于 а + а=0, et 十 aa 一 0， 
P.+P,=e-+e+e--es, 
P,* P,= Gi ee * etetes) 
=ee ее Hen ten ев Бел Бем es z 
定理 设 {P,,P。,P,_,} 是 图 G 的 基本 割 集 多 项 式 , 则 


П», =P,- PP 
=i 
其 中 入 是 图 G 的 树 的 数目 ， 


= Pr, + Pr, + + Ри. 


vi 


P+ = eje, ее, 


HAF: Ту (ер езе, de 

在 给 出 这 个 定理 的 证 明之 前 . 先 看 一 个 例子 这 个 定 
理 究 竟 说 明 的 是 什么 意思 ,特别 是 摘 清楚 建立 运算 法 则 
< 十 “一 0, e; “6 二 0 的 合意 ,进而 证 明 就 不 难 。 

Bl; 上 图 对 应 于 树 = (е, е, es) ORE В 
A. 


ja El 


P, =e, teres, 
P =e +e Tes 
Ps=estestes, m 253 
P, P,P = leitete) (е Бе Бе) Gies eo 

= lee, Hejet eies Henten Herten ten) 【ea 十 cs 十 co) 


= eexes еее Heeres Fee, Eees Heee Heee HEEE 


十 eaeaet 十 ezetes 十 eaeies 十 eesea 十 ezese5 十 ee465 十 eaeies 十 eaesecs。 

展开 式 右 端 共 16 项 ,其 中 每 一 项 正好 对 应 一 棵 树 。 从 这 例子 可 见 :图 G 的 所 有 的 树 
可 以 看 作 是 由 树 {e1，e,, ei} 形成 的 ,形成 的 办 法 是 树枝 e, 由 对 应 的 基本 割 集 SS le ез. 
@} 中 一 条 边 所 取代 ,树枝 e, 由 对 应 的 割 集 S.= (62, ел, es} 中 的 一 条 边 所 取代 ,es 由 对 应 
的 割 集 S= (ез, es, eo} 中 的 一 条 边 所 取代 而 成 的 ,然而 e, 边 同时 存在 于 S, 和 3 中 ,es 边 
同时 存在 于 S, 和 3: 中 ,es 同时 存在 于 82 和 Ss 中 ,eeres 项 由 于 边 数 少 于 3, 故 不 可 能 形成 
RR Хесе, 项 出 现 了 两 次 , 它 对 应 于 一 回路 , 故 建立 ei， e= 0. “十 6 一 0 的 代数 系 
统 。 

定理 的 证 明 ;对 于 任意 一 树 ,T;== {ej ,ei，*…， ei,_ b AF 3 Sees ,是 基本 割 集 ， 
BUR 


= 
TIP, = € +e) 6er CR Bus 


p 
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即 在 П», ФЛ eue; rne s REK ERRA HP ВАТРА ЕЛ — ВЯ, fü 


EIL Ei Fr X: Rr 5 LD MR ЕҢ ВЕК, В einem 0 故 消失 了 。 

前 面 介绍 的 两 个 算法 ,从 例子 中 可 看 出 ,计算 过 程 中 重复 出 现 最 后 消失 的 项 太 多 ,这 
儿 我 们 再 介绍 两 个 比较 有 效 的 算法 。 

3. Minty 算法 

Minty 算法 的 思想 是 这 样 的 :对 于 图 G 的 任意 一 条 特定 的 边 , 图 G 的 树 可 以 分 成 两 
大 类 :一 类 是 含有 “ 边 的 , 另 一 类 是 不 含 边 的 。 

为 此 , 令 G 图 的 * 边 短路 , 即 让 。 边 的 两 端点 重合 ,得 一 新 图 G, 即 G 一 CC) 。 ХФ 
G 中 e 边 断路 , 即 让 G 中 的 e 边 消去 ,得 另 一 新 图 Gs, 即 Gs 二 GC2) TRE C PUTET COO h 
下 面 两 部 分 组 成 : 

D G, 图 的 树 补 上 e 边 ; 

2) G, 图 的 树 。 
RHR: 

T(G) = {T(G + (e)) U (T(GG))) = (T(G) + GI U (T2. 

上 式 中 TCG(Ce)) 十 {e} 表 示 由 GCE) 图 的 树 的 集合 中 每 一 棵 树 ,分 别 加 上 <。 边 所 形成 新 的 
树 。 

Minry 算法 可 以 递归 计算 。 

但 Minty 算法 首先 要 求 。 边 不 是 自 环 , 而 且 不 是 “ 桥 "( 即 任何 回路 都 不 含有 的 边 ,也 
就 是 任何 一 棵 树 必 有 的 边 )。 如 果 有 自 环 “, 则 自动 令 之 短路 ;如 果 。 ЖЕЙ, ДЕ С 可 以 分 
BREL e 作 桥 的 两 部 分 ,而 且 

T(G) = ТОСО) + (e). 
在 介绍 Minty 算法 之 前 , 先 说 明 公 式 
T(G) = {T(G 十 (е) U (TGE) 的 意义 。 
例如 ， 


A 3-5-4 


显然 了 (G(eD) 一 因 为 G(ei) 只 会 有 两 个 自身 回路 , 故 不 存在 树 . GG Y 可 继续 分 解 ,如 
图 3-5-5。 其 中 6 表示 es 边 短 路 ,2 表示 es 边 断 路 。 
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图 旁边 的 { } 里 的 元 素 为 与 之 相应 的 树 的 “清单 ”， 

例如 ,图 GCaizz) 的 树 为 (es} ,显然 图 的 “分 解 "是 从 上 而 

下 1 然而 树 的 形成 则 是 自 下 而 上 的 。 А 0 КШ 
2. Т(С(ё,)) = Ф, 


T(G(e,))= {ез}, д N 
4 T(GGO)-TGG&)- {eI UT(G(¿,e)) "Оһ Uy " 
= (etel аса) Gio 
= (e). 
н TOST Ge H eN UTEN) 图 255 
= (6) U fezes} 


= (611623). 


所 以 图 3-5-6 的 树 有 3 棵 , 即 图 3-5-7. 


e e e 
£s E 


‹а) (с) 


A 35-6 图 35-7 
现 举 一 例 说 明 Minty 算法 ( 见 图 3-5-8). 


图 3-5-8 
但 
根据 公式 ， 
。99 。 


Gta) 


2 з (63,2), (5,2),06,2), 3,4)  ,6), 


48), ,6), (5,63) 


Š (GG, 4,5). 
4.6),5,01) 
(GO) 00) 3 “3 
6 ORG c5 ра (G4) 040, 
A G5) 
32^ N 6 
P4 N V4 


{(3),(5),(6)} 


в 让 d 
(Фә, ñ ч VA 4 M 
in 5 (60,00) <. (65. 027 (05,62) N 
⁄ s 
РА Z= - 
ИЕ ` АЎ 
(С) «ү P f5 、 
(057 op" 
GG) 
2 ((2.3,4),(2,3,5), (2,4,5). (24,6) 
(2,5,6), (3,4,5) (3,4,6), (3,s,6)) 
„2 $ 
{(3,4),(3,5› < 
„43352, (63,4,5),63,4,62, 
‹4.5),6(4,6,6(5,60} CS px (3,5,6)) 
„7 MG 
4 5 x (4,5). 4,8), 4C EN 
mec 4 5 65 P з 
{‹3,5,6)) 
s s Ñ Еч 
/ {‹з.5), z 
É P Vo G) uU 
~ $ ` 


wor LIDA kp. Ý 4 3 (o1 
PN NY М "4 
Z ` ` P4 N ‘OFf 
` ‚ Кл eA 
e y " А 
M ИЧ 
7 О, өкү і 


图 3-5-9 
T(G) = (T(G(¿)) 十 (te ОТОС), 

从 下 往 上 回 湖 ,可 得 树 了 的 “清单 "如 下 ， 
(1,2,3),(1,2,5),(1,2,6),(1,3,4),(1,3,6),(1,4,5),(1,4,6),(1,5,6), 
(2,3,5),(2,3,4),(2.4,5),(2,4,6),(2,5,6),(3,4,5),(3,4,6),(3,5,6). 
上 面 为 方便 起 见 ,e; 边 就 写 为 i 比如 (1,2,3) 表 示 由 г ve: e, 组 成 的 一 棵 树 。 
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4. Mayeda-Seshu 算法 
它 的 基本 思想 是 对 于 图 G 的 一 棵 树 kt 的 每 根 树 枝 *, 对 应 一 割 集 S.G); FI S,G) 
中 的 每 一 根 余 树枝 取代 * 边 , 这样 可 得 一 组 互 不 相同 的 树 , 即 
Т = (tt = tS Q (ee), e € SQ. 6 е, [Sp 
这 里 所 得 的 树 和 Ri — ЖУ ЖЩ], ШЕ п 2 条 边 同属 于 o EEI u AEL 
的 不 同 的 边 ,情况 要 复杂 一 些 ,为 此 引进 
(2 
公式 (2) 是 可 以 递归 的 , 当 ==1 时 , 便 和 (1) 一 至 了。 其 中 i2…ii 是 自然 序列 1,2,…,n 一 1 
的 一 个 子 序列 。 设 el,et，"…… 16。-1 为 树 二 的 树枝 。 
以 图 3-5-10 为 例 介 绍 算法 如 下 ， 
BUR Sm {еу зе» ез}, 
S, бы) = eee), 
S, — lees), 
S, (to) = leise). 
To= Ur {еее} Dle ede € S, Geste) 
= (вее tnn 
即 7 的 特点 是 和 树 to 相 比 ,el 边 被 用 其 它 的 边 所 取代 ,其 它 图 3-5-10 
两 树枝 eve: 依然 保存 在 树 的 树枝 集合 中 。 同 理 可 得 ， 
Та= (eje = {еее} © (ee), 6 € S.G), 6 Xo 


= lee ttbi 


T= (eve,es, etta) 
根据 定义 
Ta = = Ө (e е}, 4 € Th е Є 5,0) П 5,00), eel 
其 中 T^ = {е езе, ezeses)， 
而 S (еле) = leirer seseh, 
S, Gsese o П, Ga) = (е rla enn esses) = (езек) o 
X S lerese) m eos) 
S, leret N Sa Q8) = Les veu ses N lezser ses} = Fen o 
Тее (e46 lsp eyes, Balsa) , 
ВІ 7ч - to 树 相 比较 ,只 有 一 条 树枝 e, 相同 ,是 不 含 树枝 ei e: 的 树 的 集合 。 
同 理 可 得 
Таз = {еее tst ts 6S6 
Tes = (eyes, еее, etna 
Таза = Ф, 
这 样 共 得 树 如 下 : 
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la = 666 
T^ = (¿eso e) 


T^ = (estas tte 


T^ = (ees, eaeaes} ， 

Таб = leseues s estat tss + 

Tos = leseues s екв езе), 
Теа = (еец ttn sss 


TREA, H ШЕЕ КЕЖЕ fl TEL for Pri Eat. WEAR RI 


$6 DFS Ж ik 


一 、 DES 是 英文 “Depth First Search" HNE, ВАК" EAA ANE 
用 的 一 种 
DES 的 基本 思想 可 从 下 面 4X4 棋盘 的 布局 问题 得 到 形象 地 表达 。4 个 棋子 布 到 棋盘 
上 要 求 每 行 每 列 各 一 个 , 且 不 存在 两 个 棋子 在 同一 对 角 线 上 。4 个 模子 中 若 第 1 个 位 于 第 
1 行 的 第 列 ;第 2 个 模子 位 于 第 2 行 的 第 1 列 ;第 3. 第 4 个 模子 分 别 为 第 3 行 的 第 j 列 ， 
和 4 行 的 第 4 列 。 则 令 这 样 的 布局 为 д, BED 4X4 模 盘 的 布局 问题 可 用 穷 举 法 未 个 搜 
HD 1,2,3,4 的 每 一 排列 对 应 一 种 布局 。 判 断 它 是 否 满足 要 求 的 条 件 。 以 (1324) 为 例 , 当 
然 这 个 布局 的 第 2 行 和 第 3 行 的 棋子 在 一 对 角 线 上 ,而 且 第 1 和 第 4 行 的 棋子 也 是 在 同 
一 对 角 线 的 , 故 不 满足 要 求 。 这样 1,2,3,4 每 一 个 排列 对 应 一 种 布局 。 可 采用 穷 举 法 进行 
搜索 即将 1,2,3,4 的 全 排列 逐个 进行 审查 ,将 符合 要 求 的 布局 找 出 来 。 对 于 4X4 HR 
秀 并 不 困难 。 全 排列 的 全 体 仅 24 个 。 但 推 到 nx a 的 棋盘 问题 , 穷 举 法 便 出 问题 了 . EH n 
个 元 素 的 全 排列 有 ni 种 方案 ,根据 Sling 公式 
nt == Es ^. 
Ш п=26 为 例 
261 2 4 X 10%, 
365 X 24 X 3600 = 3.1536 x 107, 
即 一 年 有 3. 1536X 10 种 ,利用 每 秒 能 搜索 107 个 排列 的 超 高 速 电子 计算 机 来 处 理 aX n 
的 棋盘 问题 ,需要 的 时 间 ，。 


26 
т 4 X 10 


= 3.1536 X 10" 年 
可 见 穷 举 搜 索 作为 一 种 方法 理论 上 是 可 计算 的 ,而 实际 上 是 不 可 能 做 到 的 。 

对 4X4 的 棋盘 采用 深度 优先 法 可 形象 地 用 图 3-6-1 说 明 . 图 中 X 表示 不 满足 要 求 的 
格子 。 所 以 DFS 搜索 法 可 以 形象 地 用 一 句 话 来 概括 :向 前 走 磁 壁 铝 头 。 例 如 图 3-6-1 中 
(1) 一 (2) 一 3) 表示 一 种 布 子 的 过 程 ,但 在 第 3 41“ ERE. (4 表示 “回头 "后 继续 向 前 走 ， 
但 在 第 т", FRR 3 行 ,波及 第 2 行 都 “碰壁 "。(7) 一 (8) 是 “向 前 走 " 导 致 找到 合 
格 的 布局 (8), 对 应 于 (2413) 排 列 。 

“102。 


= 1.2684 X 10" 4p, 


0 0 0 [o] 
0 x] 0 
| => Цх х 0 
I ud x 
а“) (2) ‹з› С] 
0 0 0 9 
x x} |x] [0] 
x|x > | 0 
LLIS 
o» (6) [o ae 
图 3-6-1 
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问题 的 搜索 空间 是 排列 树 ( 图 3-6-2)。 图 3-6-2 有 24 个 叶片 ,每 个 叶片 表达 一 种 排列 方 
案 。“ 碰 壁 回头 "意味 着 无 须 每 条 路 都 走 到 底 , 节 省 搜索 的 时 间 , 从 搜索 树 中 前 去 一 些 无 需 
搜索 的 边 ， 所 以 也 是 一 种 前 梳 的 办 法 。 前 去 的 边 越 多 越 节省 时 间 。 图 3-6-1 中 从 (1) 到 
(8) 的 转移 过 程 可 以 看 作 是 从 搜索 树 图 3-6-2 的 对 应 分 枝 作 如 图 所 示 的 剪 枝 ( 见 图 3-6- 
3)。 虚 线 表 示 被 前 去 的 部 分 , ---* 表示 搜索 点 的 “转移 ”。 或 用 “向 前 走 碰 改 回头 ”的 策略 
将 图 3-6-1 的 搜索 过 程 用 图 3-6-4 表示 , ---* 表示 后 退 的 过 程 , 括 弧 里 的 数 是 搜索 的 次 


Щщ 3-64 


现 再 看 一 个 应 用 例子 ,如 图 3-6-5 所 示 , 有 12 
个 域 ,用 4 种 颜色 进行 着 色 , 要 求 相 邻 的 域 没 有 相同 


的 颜色 , 试问 有 几 种 着 色 方案 ? CA : 
ӨЕ АЛУ 152,3: TM. A, B.C 先 分 б 


别 着 以 1,2,3 三 种 颜色 ， 对 于 ABC 以 外 各 器 .一 50. 

一 进行 着 色 尝试, 从 1 色 开始 看 看 是 否 合适 ,不 合适 ММУ 
就 改 为 2 色 , 依 次 类 推 。 对 每 个 域 四 种 颜色 都 要 斌 

过 ,直到 全 部 试 完 为 止 。 

这 个 算法 的 搜索 过 程 可 描述 如 下 ， 

(1) e1)—1, e(2)—2. c(32—3; 
iMa3[|12fpeCO-—1i /* 初始 化 x / 
ieg, 

(2) jeeli, 

# j<5 则 转 (3) 
否则 作 g eCO--1. 241—1. 
车 i<4, 则 转 (5) 
E62 CIORETORSPE 1635 B 
(3) 二 从 1 到 :一 1 作 
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Сс) АС, =ј, 
则 作 сес 3-1, 56H. 
(4) ieit 
E13 则 转 (2) 。 
(5) 输出 矩阵 C 
e(12)—e(12)+1, 
гЄ12, О), 
Hp: 12) 和 矩阵 记录 颜色 
A = (а,) охо 是 区 域 的 邻接 和 矩阵， 
上 面 的 例子 介绍 的 搜索 方法 , 它 的 基本 思想 是 一 直 往 前 搜索 ,直到 走 不 通 了 才 后 退 一 
Æ. 开始 时 让 4, BC 域 分 别 着 以 颜色 1,2,3。 从 域 D 开始 , 先 试 以 颜色 1, 看 是 否 发 生 冲 
突 . 若 发 生 冲 突 则 换 下 一 种 颜色 ,直到 用 完 4 种 闸 色 为 止 。 若 颜色 用 完了 ,要 考虑 后 退 。 第 
二 步 中 当 j==5 时 就 是 这 种 情形 。 第 三 步 就 是 判断 当 CO)=j 时 ,1 到 i 一 1 已 着 色 的 域 与 
dii 是 否 发 生 冲 突 , 若 有 冲突 ,就 要 更 换 下 一 种 颜色 ,否则 向 前 推进 。 


=. DFS 图 的 算法 


图 的 DFS 算法 的 基本 思想 是 : 

已 知 图 G=(V,E) ,对 图 的 每 一 条 边 进行 搜索 时 

COD 当 ECG) 的 所 有 边 未 经 完全 搜索 时 , 任 取 一 顶点 wEV(G), 给 以 标志 且 信 栈 ; 
(以 先入 后 出 为 原 刚 叫做 栈 , 先 信 先 出 者 叫 队 )。 

(2) 对 与 vi 点 关联 的 边 进行 搜索 时 , 若 存在 另 一 端点 未 给 标志 的 边 时 , 则 作 【 把 另 一 
端点 作为 w, 给 以 标志 ,并 且 人 栈 , 再 转 (2),】 否 则 转 (3?。 

《3) 当 与 w 关联 的 边 全 部 搜索 完毕 时 ( 即 不 存在 以 z; 为 端点 而 未 经 搜索 的 边 时 ), 则 
v, 点 从 栈 顶 退 出 , 若 栈 不 空 则 作 E[ 即 让 取 走 o, 后 的 栈 顶 元 案 作 为 wi, 转 (2)】 否 则 转 (4)。 

《4) 车 栈 已 空 ,但 还 存在 未 给 标志 的 顶点 时 , 取 其 中 任 一 顶点 作 wi, 转 (2)。 若 所 有 顶 
点 都 已 给 标志 时 , 则 算法 终止 。 


#11: 图 3-6-6 的 邻接 矩阵 为 : e 
v f0 1 1 1 
v;|1011 e, е 
А = 
ull 1 O 1 
о 点 开始 ,给 zw ШБ, 5s ЖИЙ, ^ “ m 
TOR (оо ооз vu LB 
Adj(w) = (vut. 图 3-6-6 


由 于 第 一 个 邻接 点 o 未 给 标志 , 放 v 人 栈 , 且 给 标志 。 但 Adi Cu = (v ov PTUS 
一 个 邻接 顶点 wm 已 给 标志 , 故 取 (v2,ws) 边 ,给 vw 以 标志 且 人 栈 。 
又 Adj) = [oa EP m vs 都 已 给 标志 , 故 取 (wm:w) 边 ,给 w% 以 标志 且 人 
栈 , 但 与 w 相 邻 接 的 顶点 全 部 给 了 标志 , 故 退 栈 :此 时 栈 顶 为 x, 但 与 mm 相 邻 的 顶点 均 已 
"105。 


Б НОВАК. тоол 因 类 似 理由 依次 退 栈 。 此 时 栈 已 空 。 且 所 有 项 点 都 给 以 标志 , 故 结 
Ж. 

上 面 介 绍 的 是 图 的 DFS SH — РНИ. E RE 2. — 8] 158^ ЛГ ЗЕ, ДЕРЕ 
头 "。 在 这 过 程 中 留 下 必要 的 信息 ,比如 “标志 "等 ,下 面 利用 这 原理 结合 具体 问题 展开 如 
F: 

(a) 无 向 图 的 DES 算法 

在 讨论 无 向 图 的 DFS 算法 前 先 引 进 刀 个 必要 的 概念 .DFS 搜索 最 先 开始 的 点 叫做 根 
SUR. M v UB Qo LEER TUR о SUPER to 点 的 “父亲 " 结 点 ,ze 点 为 v 点 的 "儿子 " 结 
点 ,viw) 边 称 之 为 树枝 。 当然 不 言 而 喻 和 点 未 给 标志 .否则 不 能 沿 (w.w? 边 向 前 搜索 ,车 
(orz) 边 的 另 一 端点 已 给 标志 : 则 称 ("'zo) 边 为 后 退 边 。 

ЯР: 

(D TREE-—Z, BACK 07, 24-1. 

V o€V fF 
K father(v)-—0 mark (22«-0,]. 

(2) 任 选 一 点 ~ 满足 条 件 mark G0 —0. Erer. mark Co)- 1. nam Gi. 1. 

(3) ERA iu 点 关联 的 边 均 已 给 标志 , 则 转 (5) ЕЕ Anak I Co e fe 
‹4), 

(4) оз) v BJ w 的 方向 .并 给 以 标志 * 以 示 通 过 检查 。 

Ж mark (00) = 0 则 作 

K[;—i+ 1, пит(ш) +i, TREE — TREE U (Giu ) у, merk Go) — 1, father (w) +u. 
vew, #E(3).1. 

3 mark (ze) —1 则 作 

С BACK--BACKU (Cv. 22) , 转 (3) 1. 
(5) 车 fathertv) >< 0 Wi fE 

K o-father Go) $6320], 


否则 作 

[ ЖҮ €V EA mark(z) 一 1 则 结束 ， 

否则 作 

Кге, ROLL " 
其 中 TREE,BACK 顾名思义 分 别 是 树枝 
边 和 后 退 边 集 合 ,marktu) =0 表示 v 点 未 
弃 过 搜索 -meark G0 —1 WRR v 已 经 过 搜 


索 ,father(u) 为 吕 点 的 “父亲 "* 结 点 .DFS 搜 ш 
ЖК ҖАН REPE ВРВ. м 
依 结 点 v 在 搜索 过 程 中 被 访问 的 先后 顺序 
给 以 序号 num GO, пит“) RS e 点 的 9. 
DES 序号 。 图 36-7 
S: ШЯ 3-6-7 所 示 。 
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ô 1 10 1)" 
1001 1а 
А=|1 0 Q 1 ajz 
09 11 0 ца 
1 1 0 1 405 


2л U Up Ua Us 


利用 上 还 的 DES 算法 可 得 如 图 3-6-8 RRA HR KE MRA RR ik HARR 
的 过 程 。 


图 3-6-8 


3-6-8 PAHRO ) 里 的 数 表示 在 搜索 的 过 程 中 边 的 次 序 。 搜 索 过 程 可 形象 
HREH 3-6-9. 


LE а " " » 
+ а 
лив u dA ^ 进 栈 `. 
v => =< =>, `. 
Д us А 
Us v 
пот = 1 
^ ЕЛ ЕЛ 
numton 22 numi momo ei 
ХЕ 
а ан |), 
СЛ ] 
D EE EN 
1 
== а < Us 
Us vy Ы v, Ui 2, 
A v. 
numis) = 5 
B 3-65 


利用 DFS 算法 于 无 向 图 生成 的 生成 树 有 一 特点 ; 它 的 后 退 边 的 方向 是 从 nam 的 值 
高 的 顶点 指向 пит 值 较 小 的 项 点 , 即 若 边 (z% ce Re RET LUI num o) 7 num Gi a EA vs 
点 可 沿 着 DES 外 向 树 树枝 走 到 =, кк, PF vs 点 是 z 点 的 “祖先 "而 zz 点 是 ww RINT T 
PR RR". BRA numo) «num (2. 
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(b) 有 向 图 的 DFS 算法 

前 面 介绍 过 无 向 图 的 DFS 算法 , 稍 加 修改 便 可 用 于 有 向 图 。 

首先 要 分 析 清 楚 有 向 图 不 同 于 无 向 图 之 点 ' 无 向 图 通过 DFS 搜索 结果 .将 边 分 成 
属于 TREE fn BACK 两 类 ,属于 TREE fi Cou fj num GO «num (zo), m N F BACK 
630 Cow l| nam Cu) >>num(rww)。 而 有 向 图 则 情况 比较 复杂 .首先 numtw)<num(w) 的 边 
ww) 不 一 定 都 属于 TREE 的 .其 中 还 有 一 种 已 经 搜索 过 的 向 前 边 (z,zw) 的 集合 .用 
FORWARD 来 表示 它 。 类 似 的 道理 num G0 2 num Go HEIL Cs uo (BK — E HUE H 
BACK ,还 要 区 分 v EEA w BI" EE" AR А w 沿 DFS 树 的 边 可 到 达 v 点 的 为 一 类 ， 
用 BACK 表示 它 ,还 有 一 种 虽然 num (ш) <num GO B, v RE w BO" EFIE LR B w 
已 从 栈 中 撒 走 .也 就 是 说 与 ww 点 关联 的 所 有 的 边 都 已 搜索 完毕 ,这 样 的 边 用 CROSS 表示 
称 之 为 的 跨 边 的 ， 横 路 边 和 后 退 边 的 区 别 在 于 w 点 是 和 否 已 经 结束 搜索 ,这 一 点 如 何 刻 
划 ? 在 下 面 算法 中 引进 了 scan G0 它们 问 的 区 别 见 图 3-6-10, 


о 


(а) 后 退 型 (b) mam (су Boe 
num(o;)»num(o;) num(v;)«nurm(u;? numíz;)-num(v;) 
图 3-6-10 


还 有 一 点 必需 注意 的 ,连通 的 无 向 图 .必然 只 有 一 棵 DFS 树 。 然 而 连通 的 有 向 图 可 能 
PUEDES 森林 。DFS 森林 中 两 棵 树 间 只 能 有 属于 CROSS 的 边 相连 ,不 可 能 存在 属于 
FORWARD 的 边 。 这 些 道理 都 是 显而易见 的 。 

有 向 图 DES 算法 和 无 向 图 十 分 接近 。 

(1) TREE- 5 ,FORWARD- Ø ,BACK-- 9 CROSS- 2 ial, 

v w€ v {Е 

Стагк (2) <—0,[ather(u)<—0,scan(z)<—0.1., 

(2) 任 选 rET ,满足 条 件 mark(r) 一 0. 作 

(оғ. markG2 1. num C? i. ]. 

(3) 5v 点 关联 的 所 有 的 边 若 均 已 给 标志 , 则 作 [scan Со) «1. $600 1; 8 JU EE — Ж 
fa Bp EL Queue) REC S 

(4) 给 (azo) 边 以 标志 * ， 

#тагксшз= 0 则 作 

* 108。 


U<-¿+1, пит (ш) i. TREE «TREE U { (и. 292] ,mark Qo) < 1, father Qu) «v, 

vew, 转 (3) ,否则 

苦 num (z) <num(zo) ШЕ 
[FORWARD—FORWARDU 1 Gu) EG] 

Ж пит(ш)2>пшпбш? B. sean (as) —0 则 作 
[BACK<-BACKU (wh (3),]. 

# num) num Gu) H scan Cu) — 1 , ДИЕ 
[CROSS 1 (uw) 86 C]. 

(5) 若 father Co) c0 Il fE 
【wu<-father(v). 转 (3),】， 否 则 作 

Жү «€ V ,maR(u)==1, 则 结束 ,否则 作 
【一 十 1, 转 (2),】. 

LEE 


ve ЫЛ 


ui V 


Æ 3-6-11 图 3-6-12 


用 DFS 法 于 有 向 图 G( 图 43-6-]1) ,得 一 外 向 森林 (图 376-122 ,各 边 ( ) 里 的 数 是 在 搜 
索 过 程 中 该 边 的 先后 序号 。 需 要 着 重 指出 的 有 ;: 

OD 车 有 存在 于 不 同 的 两 梨 树 之 间 的 边 “= Сол оо). HU es 边 的 方向 是 从 序号 num 值 
较 大 的 顶点 走向 num 值 较 小 的 顶点 ; 即 若 (w ,zi 是 这 样 的 边 ， 则 必然 有 num Co) num 
(up 而 且 忆 点 所 在 的 树 上 的 点 的 序号 都 大 于 z; 点 所 在 的 树 上 点 的 序号 ,就 是 前 面 说 的 
属于 CROSS 的 边 。 虽 然 num(w)>num 人 oh) ,它们 之 间 不 存 “ 祖 先 "与 后裔" 的 关系 。 

《2) 同一 棵 树 上 的 两 个 项 点 ww* 必 有 共同 的 “祖先 ,如 果 其 中 一 点 w v, 的 “ 祖 
先 “… 则 它们 的 一 个 共同 “祖先 "使 是 w 自身 。 否 则 如 若 s 不 是 w 的 祖先 , 则 wuw 的 共同 
“祖先 "中 必 有 一 个 为 w 的 , 它 的 пит 值 为 最 小 , 即 num CoD EC SERE" I P "RO пит 
f&. 

对 DFS 算法 ,我 们 就 简单 介绍 这 些 性 质 , 它 有 许多 用 处 , 下面 所 要 讲 的 图 的 块 划分 和 
强 连通 块 的 划分 就 是 DES 算法 在 图 上 的 直接 应 用 。 进 一 步 的 结果 可 参看 相关 资料 。 


$7 图 的 块 划分 


先 引进 一 个 概念 " 创 切 点 ", 若 EGG, 将 w 点 及 与 点 关联 的 所 有 的 边 从 中 消去 , 余 
下 的 图 的 连通 块 数目 增加 了 , 则 称 z 点 为 割 切 点 . 若 图 G 是 连通 图 ,从 图 G 中 消去 * 点 及 
‚109. 


5 v 点 关联 的 边 后 余 的 图 为 非 连通 的 , 则 称 * 点 是 割 切 点 。 

当然 这 里 “消去 与 v 点 关联 的 边 " 并 不 意味 着 消去 另 一 端点 。 

无 割 切 点 的 连通 图 叫做 互 连 通 图 ,图 的 最 大 的 互 连 通 图 叫做 互 连 道 块 。 

下 面 假定 图 = (У, E) 是 连通 的 无 向 图 ,了 是 DES 树 ,> 是 它 的 根 节点 ,如 何 找 出 图 
G ЙЛ кдй? 首先 将 割 切 点 的 特征 找到 。 

如 若 根 节点 7 是 割 切 点 ,显然 对 于 DES ЖТ, 当 且 仅 
Mr 有 多 于 1 个 “儿子 " 结 点 ,vw( 志 7) 是 割 切 点 , 当 且 仅 当 wv 
的 任 一 儿子 结 点 忆 都 不 存在 它 的 “后 帘 "( 包 括 忆 在 内 ) 结 
点 到 v 的 “祖先 " 结 点 间 的 后 退 边 。 也 就 是 记 或 w 的 “后 次” 
结 点 到 % 的 任 一 "祖先" 结 点 间 不 存在 后 退 边 。 

这 道理 是 比较 明显 的 。 Шоху 为 例 ( 见 图 3-7-1)。v 有 
JLP wwo iwa WE wwo w, ЖН ай" 
结 点 到 v A 3B G” E RERA ШН о 点 及 与 "点 
关联 的 边 ,不 增加 连通 坎 的 数目 。 反 之 , 若 存在 一 儿子 " 节 
点 , 设 为 w PAEA а JER E w 点 在 内 ) 结 点 到 v 的 “祖先 " 结 点 间 的 边 , 则 消去 
оол) Ж v 点 ,至 少子 图 Gi 将 脱离 出 来 。 为 此 引进 

low(v) = min (num Cw))}, 
dtp TG) Rb o 出 发 抽 DFS H T STE v 的 “后 诊 " 结 点 ,最 多 通过 一 后 退 边 (u,w) 到 达 
的 点 w HRA. v POE TO), 

bw ffr HER 

1. 第 一 次 访问 ” АР, 2 low (о) num Со) : 

2. 通 到 后 退 边 人 os) 时, 令 

low (v)«- min (num w) low (v)}, 

3. v 的 “儿子 "节点 w 搜索 结束 从 栈 中 退出 ,返回 到 v 点 时 , 令 

law (v)«-min (low (0) ,Jow (Cw) 。 

利用 DFS 搜索 法 对 图 G 一 (V,E) 的 全 部 顶点 和 边 进行 检查 过 程 ,沿途 留 下 low(*} 的 
信息 。 搜 索 结束 时 ,v( 二 7) 点 是 的 割 切 点 的 充 要 条 件 是 v 有“ 儿子"w 使 得 

low (ш) > num(v)。 

利用 DFS 求 割 切 点 的 算法 : 

О) V v€V Е 

[ father (22-0, mark(2)--0]. 

i—-1, STACK- Z, 

(2) 选择 rEV ,满足 条 件 markG2—0. 

ver, num(u)< (i), low) «i, mark (0) «1, 

(3) 车 与 v 点 关联 的 所 有 边 均 已 给 标志 时 ,和 转 (5) ,否则 作 【 任 选 一 未 给 标志 的 边 (v， 
а), li Gu DAE HA CO cu д SUL STACK MERON 

(4) #£ тагк(ш) = 0 ИЕ 

[ i—ic1, numCu) «ci, оча), father(w) vw, markGu)«-1 vew, $0221. 

* l10* 


HB 3-7-1 


# mark(w —1 则 作 
[ low(z)<—min(low(o), numGe) ) 86032]. » 
(5) 车 father Coco 则 作 

[ Ж lowGoZ2num father (wv)) 则 作 


ve 


С 从 栈 STACK 中 移 走边 (father 20 20 RE (Л vs 
上 栈 中 元 素 并 输出 , 转 (6) ,了 ,否则 转 (6) 了 否则 结 
ж. ^ 

(6) low (father (22) —min (law (2) , low (fa- "ET 
ther(222), 

ofother(v), 转 (3)。 


例 : 以 图 3-7-2 为 例 求 其 割 切 点 ,过 程 见 图 1-7-3, 
BEA vi 出 发 开始 搜索 。v 点 是 根 结 点 有 两 个 儿子" 结 点 ,所 以 是 害 切 点 。 


EN n 
a 
= 《2) 
" 
її 
Лам ое | lowiv) = 3 


low(e;) = тіп | low (3), low (м) lowtz,) = 1 
vB {у lowtz)t =) аитса) = тіп | inw iz aumt? t 
= min(1.2y = L numo) „ 


lowte; =min | low u} low(u,) =num(ui) 
оти (аз; = 1« num.) 


B 3-7-3 


-Ile 


88 强 连通 块 的 划分 


强 连 通 概 含 前面 已 见 过 . 极 大 的 强 连通 子 出 叫做 强 连通 块 。 

利用 DFS 算法 在 划分 强 连 通 块 也 是 非常 有 效 的 ， 已 知 有 向 图 G6 — (V 110 38 E DFS 
算法 可 得 一 有 向 森林 , 这 一 点 已 在 前 面 讨论 过 了 。 

现代 化 城市 的 街道 多 是 单 向 的 ,也 就 是 说 是 有 向 的 单行 道 . 街 利和 它们 的 交叉 点 构成 
的 有 向 图 必然 是 强 连 通 的 。 否则 uomo 存在 一 条 道路 ,而 回 到 4 却 走 不 通 ， 

在 一 计算 机 系统 中 , 资 振 用 点 来 表示 它 。 有 一 程序 p 占有 资源 " MR s 提出 申请 。 
"ap DL s 3118] sa 的 有 向 边 , 边 人 55) 附 以 权 请。 任 一 瞬间 计算 机 资源 的 状态 图 ,就 是 
以 代表 资源 的 s,s2，… si 顶点 的 有 向 图 G, 图 G 的 强 连 遂 块 反映 一 种 死 锁 现 象 。 最 简单 
的 死 锁 现象 化 如 程序 pi 占有 5 对 提出 申请 ,而 ps 占有 4 对 5 提出 要 求 ,而 思 占有 ss 
对 % 提出 要 求 ,结果 只 能 是 “你 等 我 .我 等 你 ”互相 等 待 . 这 就 是 死 锁 现 象 . 这 是 操作 系统 
要 避免 出 现 的 事件 。 

首先 要 对 强 连 通 块 的 构造 有 一 直观 的 认识 。 为 简单 起 见 假定 G 图 有 两 个 强 连 通 子 图 
сс. BL G 有 一 DFS ## T T H GG; ЯЕ С.С, Bf DES BET ATT 和 
T; 的 根 结 点 分 别 用 rl 和 x 表 之 。 


‹з) 


图 3-8-1 


从 图 3-8-1 中 的 (1) 可 知 .车 G, 有 一 后 退 边 返回 到 G, U G, # ©, 将 构成 一 强 连 抉 。 
即 以 Gi 和 G: 为 子 强 连 通 块 的 强 连 通 块 。 同 样 的 情况 将 发 生 在 3-8-1(2) 中 , 若 G, 有 一 筑 
跨 边 指向 G, 时 ,如 图 3-8-2 所 示 。 

但 图 3-8-1(3? 中 , 若 G; 图 有 一 槛 路 边 指向 Ci， 却 不 可 能 发 生 上 面 所 说 的 形成 更 大 的 
强 连 通 块 的 情况 。 

如 何 判别 它们 之 向 的 区 别 呢 ? 为 此 引进 


lowlink(u) = min {пит (ах). 
етин 


pi Ti GO ZR v tt ACH DES В, B ФИ] — SE RA A ЕТЕ АКИ SB E А. a, 
6112: 


SUE BU LE TH GO DL. 


图 3-8-2 


lowlink O f) F SE 45 BR. 
( 第-- 次 访问 % 点 时 
lowlink (v) «-num(2) ; 
(2) BH 5j e AREKEA Co un BF 
lowlink (2) «—min (lowlink (v) . num (20) ) ; 
D BEBE HE C e HE 
lowlink (1) «тіп (lowlink (2). num(s2)) ; 
D Ev 的 "儿子 " w 搜索 完毕 ,从 ww 回 到 wv 时 
lowlink (v) — = min {lowlink (x), lowlin (wu); , 

v 是 强 连通 块 的 根 结 点 的 充 要 条 件 是 lowlink (z) = num G2, 

求 强 连 通 块 的 DFS 算法 ， 

OD V o£ T fE 

[ mark (2) 40, father (7) —0 star (2)4-01,/4-1, STACK—@, 

(2) 4£3& — mark(r)=0 的 点 rEV, 作 

[ ver. пот (0) <—¿.lowlink (0) 4—70 В STACK.star(u)<—-11. 

OD 车 所 有 与 关联 的 边 均 已 有 标志 , 则 转 (5), 和 否则 任 选 一 未 标志 的 边 (w,aw)? ,给 以 
Lr ES ICM 

С # markiun —0 Е 

(247-1, пат (20) 4—1, lowlink(w)«-i, lather (0) «7v mark (10) «1 w Ht STACK, 
star) «-1 cw COD S UE 

f E пит) «numG) Н stare) —1 

则 作 

[ lowtink (о) «тіп (lowlink (v) snum (w) }, 03011. 

(5) # lowlink (w) = num) WELA STACK Ф ЈА о 开始 一 直到 栈 顶 的 元 索 ， 
并 输出 . 对 输出 的 所 有 元 素 中 , 作 sara) 4-0,2, 

“113。 


(6) 若 father) =0 则 作 
【 若 所 有 的 vEV,mark(z) 一 1。 


z<-father (z) , 转 (3)】。 


stat (v) — O0 gk, 1) 分别 标志 着 S E (S) A fE stack h, 


ve 


v) m) 


= 


n (l) (3) 


lowlink(i)=2  lowlink(u1—3 


wm nO 
L Я 


ЕЯ ан 
v т 


eo (1) 
\ 


PACTI 


PACA 
lowliuk(w) 76 


Б n) 


2.03), 


AEN 
lowlink (we)=3 


现 举例 说 明 如 下 (图 3-8-3)。 
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(1) 0403) 


则 停止 ,否则 作 
[ lowlinktfather (22) — min {lowlink (father (22) омак (о) 


viu) wn 


lowlink (p,) e- 4 


u a 


vi 

` щ(1) 
\, 

M 


v) 
lawlink vj) 
== пит бю, 0-3 


m (4) cH 


UG) 
iowlink(u =7 


图 3-8-3 


s: (1) 


nU) 


Лампа) 
lowink (т; 


ua AO 
v (3) DIE 


lowlink (v:) =2 


=num (vy 
ЕЯ 退 找 
vA) 1\2) 


t (3) vil) 


c) 


lowlinkt w2—2 
—lowlink (э) 


(2) 


(6) 
v; 


2,05) D 


EACE 


lowliok (m) = 1<2лит{®) ) 


< айт) 
=num(vs} 


从 也 出 发 利用 DES 法 搜索 故 存在 两 个 强 连 通 部 分 : 


ю № e 


tnos 


最 后 得 两 个 强 连 通 块 如 图 3-8-4 LM 


у a 


试 设 计 Kruskal 算法 中 判断 回路 的 方法 。 
试 设计 一 种 算法 , 求 图 G 一 (Y, 五 ) 的 各 顶点 到 某 一 顶点 的 最 长 距离。 
求 下 图 的 各 顶点 到 w 点 的 最 短路 径 。 


图 习题 3 
上 题 的 图 中 去 掉 各 边 的 方向 , 求 其 最 短 树 。 


. 求 下 图 中 2Z 点 与 2 点 之 间 的 最 短路 径 。 


[ESO 
LPS. 
NS 


图 习题 5 
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第 四 章 ”电路 网 络 问题 


图 论 是 六 ,七 十 年 代 发 展 比较 还 速 的 数学 分 支 ,在 电路 网 络 的 研究 方面 的 应 用 非常 成 
功 。 符 别 是 随 着 科学 技术 的 发 展 , 电 路 结构 越 来 越 复杂 , 它 的 设计 与 计算 更 多 依赖 于 计算 
机 ,图 论 在 其 中 扮演 着 重要 的 角色 。 它 的 发 展 改变 了 电 跟 网 络 这 门 学 科 的 面 和 狐 。 本 章 重点 
讲解 图 在 电路 网 络 中 的 应 用 。 


$1 HARER 


假设 某 一 电 跑 网 络 的 图 GG 有 个 顶点 m 条 边 ， 
B = (Б). 
С = бо) а-аа 
分 划 是 它 的 关联 第 阵 和 回路 矩阵 。 邻 


j^ [2 


I= 0} v. 一 


ИН 
DEM СА 
分 别 为 这 电路 的 各 边 电 流 与 各 边 电压 ， 则 我 们 可 得 到 ， 
(а) 克 希 荷 夫 电 流 定律 
对 于 每 一 结 点 , 流 人 该 点 电流 的 代数 和 为 零 ; 即 


Ў = 00, j= 1.2.648, 
iei 
或 简单 地 写成 : 
BI — 0, 
D 克 和 希 荷 夫 电 压 定律 


沿 着 任 一 回路 C ,电压 降 的 代数 和 为 零 ,好 


Уеа) = 0, jo 01,2: — n l, 
= 
或 写成 
СУ, = 0, 
82 电路 问题 


根据 克 希 荷 夫 定 律 可 知 :任何 回路 中 的 电压 降 的 总 和 等 于 外 加 电压 。 设 通过 线圈 的 电 
ERR wz 通过 电容 C 的 电压 降 为 ,通过 电阻 R 的 电压 降 为 tx… 分 别 有 : 
“119, 


“=L L 
“e = G Кыр «o D L 
ug = iR, m 
Lira ji - en. ИИ 
另 有 电路 的 初始 状态 ， r. 
ILLUM —ÀM— 
若 引进 Laplace 变换 ， c 
LEKO] = 10р). R 
则 有 : 图 12 
idt |= -L _ 
[= LU D 
» 
Hl = Ыф) 


4 LÜeto - EGO WA 
Lp-R +ë = ЕФ) +i 

* 

Z,= Lp + R + d 
TR Z, 为 这 电路 的 运算 阻抗 。 特 别 当 io==0 时 有 : 

Е(р) = ZP) 
ЁЗ re Ee тИ EC TEA АЗЕ. 290” SL M ER 

ЖЖЕПШЕНЯ 3 TF ia Ж ЇНЇ Л B JERRY X: 


(a) 串联 公式 :如 图 4-2-2 所 示 有 ， 
ZG) = ZG) + Zn. 


B 4-2-2 图 4-2-3 


0) 并 联 公式 : 如 图 4-2-3 RA: 


+ 120 + 


ПЕРЕ УВЧ, 不 再 著述 。 


综 上 所 述 电路 问题 归纳 为 
а) SUR te tk 

ВІ = O, 
《2) fus dt X B Hog й, 

СҰ, = 0 


D 广义 的 欧姆 定律 : 
VD) = Z(p)1(0) + ЕСр). 
其 中 边 电流 50 的 Laplace EH 109) Ж m 维 列 向 量 ,V.Cp) 为 边 电压 的 Laplace 变换 ,也 是 
т II 
Z(p) = GG. 

PARNER. HARRERA m 条 边 时 ,共有 2m 个 变量 1(p). V). LE ВІ 
0 di n—1 个 独立 方程 , CV, 一 O 有 т-п+1 个 独立 方程 再 加 上 广义 的 欧姆 定律 的 m 个 
方程 ,共有 2m 个 方程 Kirik Kp), V), FHE Laplace 反 变换 给 出 电路 的 解 . 但 当 
m 亮 分 大 时 (在 现代 技术 中 这 是 很 可 能 的 问题 ) 便 十 分 复杂 。 下 面 要 引进 状态 变量 法 。 


$3 状态 变量 法 理论 基础 


上 节 已 经 讨论 了 具有 m 条 边 的 电路 网 络 ,一 般 有 2m 个 变量 , 即 边 电流 与 边 电压 ， 但 
应 注意 到 这 样 的 事实 ,关于 电感 所 在 的 边 上 边 电 压 与 边 电流 之 间 有 关系 : 


ner 
面 电容 C 所 在 的 边 有 关系 ， 
Ja 
或 
б-с®, 
电阻 R 所 在 边 的 关系 是 : 
ug = iR, 


这 些 等 式 表 示 每 一 边 的 电流 与 电压 之 间 的 依赖 关系 。 
另 一 方面 , 若 对 边 的 次 序 作 适当 的 安排 ,使 得 
C, = Clap 1 Cu) 
m-ati asi 
相应 地 有 
B= (B. В) лу». 
monti Жа 
H 81=0 48 
-121° 


" Ic 
Gu i Ro) НЕ 


其 中 fc eR BEES Lir Wa Ir 表 树枝 上 的 电流 。 
А Bulec+B.Ir=0, 
Ir =~ ВВ. a) 
公式 (1) 告 诉 我 们 树枝 边 上 的 电流 与 余 树 枝 边 的 电流 的 关系 .只 要 知道 余 树枝 边 的 电 
流 , 则 所 有 的 电 访 都 可 以 计算 而 得 。 
另 一 方面 ,类 似 地 从 CV=0 得 
GQ. {COV = 0, 


. Ve 
Geo Са) M =0. 


其 中 Ve Vr 分 别 表示 余 树 枝 边 的 电压 与 树枝 边 的 电压 。 
所 以 Ye 一 一 Coyr， 
但 根据 第 二 章 讨论 的 结果 可 知 : 
С. —— ВВ, 
сз=—В В. 
及 一 一 Ci 一 BT (81). 


Ve = KVr, 
l=- KH 


Ve о Е (1 
MEN 2) MI 
其 中 K = (ыды ыл. 
这 个 公式 说 明了 m 条 边 的 电流 和 电压 ,只 要 知道 其 中 的 余 树 枝 的 电流 和 树枝 的 电压 
便 可 求 出 其 它 ,这 个 公式 在 状态 变量 法 中 扮演 着 重要 的 角色 , 它 可 以 起 减少 独立 变量 的 作 
я. 


$4 状态 变量 法 
0) а о lva 


下 面 先 通过 一 个 例子 ,说 明 如 何 利用 上 面 的 式 子 把 电路 问题 化 为 一 常 微 分 方程 组 , 然 
后 把 它 抽象 成 一 般 的 方法 。 


上 节 得 出 一 个 重要 公式 


“122. 


ext) 


图 441 


4-4-1 的 电路 网 络 对 应 的 图 是 图 4-4-2. 


B 442 В 043 


图 论 中 常用 的 符号 v 和 e 在 电路 中 有 其 它 的 意义 ,为 了 避免 发 生 混 乱 , 故 图 4-4-2 中 
用 1,2,…, 表 示 顶 点 ,而 用 1',2'，…, 表 示 边 。 这 一 章 后 面 均 如 此 ,作为 一 种 约定 。 

图 4-42 中 有 一 标 树 全 , 它 的 树枝 包含 了 所 有 的 电容 ,电压 源 和 部 分 电阻 。 如 图 4-4-3 
中 实 线 所 示 ( 图 中 虚线 为 对 应 的 余 树 枝 边 ) 。 


其 中 
| [Reis Я 
_ |” % " в 
ус= |= RA SN 
= di |` 2p 
СА ШУЛ ts 
i ñ 
à -» [eo 
f w| leo 
c zs: | 
к= || = | dt Vr= |v |=| v 
， 。 
à с Е v 
Us Us 
is баң 
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ooo 
о о - 
一 о о 


0 


0 


i-i 
| 
oo-n-a ooon oY 
| 
оноо ә 
a o ° о 
| ооо 
ооо 2. 
] 
о oi 
o o o 2 5$ 
- | 
ооо чо ж 
м ч чоо ой 
° ч Ф со о 
оооо № - 
о өз o 
зоо оом | 
I 1 
= 


B= 


000 


H;—|O 1 


1 


0 0 


0 0 0 


1 


06010 


000 


以 之 代 人 和 公式: 
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得 
Riis о o 0 000 -1 
Bi ° 0 0 010 —1 
Rii 
ee o о 0 аат O 
p 2 
° d 0 0 0 ооо —1 
^ |=| °-1 o 000 0 
ta 
m 0 0-1 000 о 
ш 1 1 0 100 6 
du, 
I |-1 0 1 ооо O 
G; us 一 1 0 0 一 1 00 0 
展开 得 ， 
di, 
LU —u-wu. 
di DPI 
C, ibd. 
du. А - 
Ca Tad 


vs 一 一 R; + 5) 


i, = (u, — u, + u) /R;, 
i = (— u; + aG))/R,, 
ia = (е0) — щ)/В,, 


— i, 


从 (4)、《5) 得 关于 变量 vi 的 方程 组 ， 
| u + RS =— Rs 


_ Es + = G, —)/R, 


一 Rsis R, 
G,—w)/R, 1 


u 一 


| 


= [— Ri + Rs -oadjfa +2) 


LR. — а, — Ry, 
R, + É, 


1 
— MR, 


Rs 
1 
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(1) 


(2) 


(3) 


(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 


i = (o, — u)/R, + Ran Ка Re _ Rele — m) — RV, 


RR; + RO RCR + К) 
[X RADA 
g di Ваз — RS — Ros 
ш R, + R, va 
— — Кую, — К.К, — Кую, 
R, +R, 
= (— RsReis — Ren — Reo) / (Rs + R.) 
ORR, O R O R 
ТЕТЕ? RtR RER 
类 似 弛 从 (2)、(3) 可 得 到 
¿do _ R (1 1 1 at) 
OTR Re |E tR EO КЕРИ" t R 
du _ Ry; H 1 1 e) 
Cu T RR КЕКЕ" |, RR E 
或 写成 矩阵 形式 : 
RR = R, — R. 
i LR: + Ro) LR; + К) 1.08, + RO i 
А А 
4 |., R, — (R, + R, + R) 1 v 
dt^ [o + RO) C,(R, + КОК, CR; + R) з 
^ R, 1 = (А. R А) | ` 
C (R; + RO CRs + R) RCR; + RO 
0 0 
1 
+l 0 | 
AGIN 
9 cR 


解 这 微分 方程 组 ,从 而 得 其 它 边 的 电流 ,电压 , 称 ova v. 为 状态 变量 。 
现在 将 状态 变量 法 的 一 般 步骤 叙述 如 下 : 先 从 网 络 图 中 技 出 一 棵 树 , 它 的 树枝 包含 了 


所 有 的 电容 .电压 源 和 部 分 电阻 ,这 棵 树 称 之 为 正常 树 , 它 的 余 树 的 边 包 含 了 所 有 的 电感 、 
电流 源 和 部 分 电阻 。 


令 Vi 了 分别 表 示 电 感 工 所 在 的 边 的 电压 与 电流 ; 
Ves ,lew 分别 表 示 有 电流 源 的 边 的 电压 和 电流 ; 
V. Ik 分 别 表示 有 电阻 RR 的 边 的 电压 和 电流 
Ye de 分别 表 示 有 电容 的 边 的 电压 和 电流 # 
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Vis，ns 分 别 表示 有 电压 源 边 的 电压 和 电流 ， 
Va lo 分 别 表 示 有 导 纳 G 边 的 电压 和 电流 。 


V, 0 0 о K, K, Ku] (I. 
Ves 0 0 о Ka К. К. |1 
ve|_| 0 0 0 K, K, Kaj | pa "m 
L| |= -K -K о o а | 天 
| |K -EL —x о о ol 
a SKa —К —Kh 0 0 0}\% 
但 从 (1' ) 可 得 ， 
v, = L SË — R We + Каун Kaos 
ду, (2') 
1; = CAVE LL КЫ, — Kales — КЇЛ, 
| Va = Rl, = RaVe + Кыў + Kus an 
1; = GV; =— КЫ, — КЫз — КЫ. 
| Ves = КАУ, + KuVes + Kaos "n 
Iys —— Ki, — Kiles — Kis. 
从 (2 可 知 
dt L LK „Ve + LR Wys +LK Vos 
4с = соку, — СКУ — CEL, 
今 
L MP 
IRELIPE 
MA: 
ax _ [ 9 "ex + | о e 
d ^ic o -ck o 
+ o кә) (2) 
(- cu o dv 
类 似 办 法 从 (3 人 ) 可 得 ， 
(区 = | о t [ о к о 
Vol в-к о —G K 0 
| o кк И 
+ -em o [к 
整理 得 ， 
| L 8 = (^ _ | ° NL ñ | o dd 
GK, Т. Vol GE 0 -6K 0 


U 
i вк 0 UK. 
D= 
其 中 [oix Ta | (-67K, о |' 
r-d ^ -R Ka 0 DK, 
© бз, 1. | -GORL o | 
p ЯХ MX+NU 
其 中 
| a ІК. о LOK, 
M- D 
-cK 0 -CK 0 |, 
А | o L M о LK, 
-CK 0 -EK 0 
另 一 方面 : 
VILI o PIE 9 "jv «| 4 ^] M 
Tes — K, 0 — Ki O = Kt, 0]! (Vç 
| 2 ^x e 9 "sel ° Н (DX + EU) 
ACK O — K, o) —к 0 
= ЕХ + GU, 
књ, | 
о K го R 
ЖОЕТ 
- к 0 — K 0 
о K4| 


«| Ë 


K,, о 

-к 0 | + |- к, O 

BLIR AEREE X Hii BELA АТЛАНТА pt Z ПИЖЫН. RERE 
F Y 为 状态 变量 ,而 求 X 的 问题 导致 解 一 线性 筱 分 方程 组 . 不 仅 如 此 ,网 络 系统 稳定 性 判 
断 也 容易 解决 ,状态 变量 法 的 优点 是 突出 的 , 它 对 于 利用 计算 机 来 设计 电路 网 络 起 重大 的 
IERI. 计算 机 可 以 根据 电路 网 络 的 拓扑 结构 及 参数 ,自动 列 出 方程 并 给 出 解答 。 这 个 成 就 
是 计算 机 辅助 设计 的 奥 范 把 科技 工作 者 从 列 方程 .编程 序 的 繁 现 而 缓慢 的 工作 中 解放 出 
来 ,加 人 快 了 工作 速度 ,提高 了 效率 。 特 别 是 促进 了 利用 计算 机 的 模拟 或 计算 机 实验 取代 耗 
资 而 又 低 效 的 实验 室 实验 。 


$5 状态 变量 法 举例 


下 面 举 几 个 状态 变量 法 的 例子 : 

例 1， 

图 4-5-1 的 电路 对 应 的 图 如 图 4-5-2 所 示 , 其 中 实 线 部 分 为 正常 树 , 虚线 部 分 为 其 对 
-128. ` 
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1, ds 0 0-1 1 0l 
. à |=|- 1 o o ое 
vi 1-1 0 0 0| wl, 
du, 
Gal lı o o o ola 
展开 得 
di 
LU = vel), 
d 
cC =i, 
Ri =— w — ә + е0). 
v. Б А 
в. 


《3)、(4) 看 作 是 变量 v. i, 的 方程 组 , 解 得 : 
=o, eG) 1 y 1 


二 


i — Rl —1/В, 
в/к el JR, Rá wet) 
Е —1- R,/R, Е К, + К, ° 
аз —1 R, А 1 
dr КОС КОС IR +R aG O 
类 似 可 得 
dis_ -R ав ,| Rew 
dt © LR, +R)”  L(R,+ R) LR + RO ° 
上 面 可 写成 
— К,К, — R, R, 
dfi) _ LR +R) LR, +R) | [is ТАК Е) Q4 
du) Ra 一 1 v. 1 Ut 
C, +R) CR, RO С.К, + R) 
inv 是 这 电路 网 络 的 状态 变量 。 
例 2: 


H 4-5-3 图 4-5-4 
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а) 


(2) 
(3) 


(69) 


图 4-5-3 的 电路 的 图 如 图 4-5-4 所 示 。 


示 。 


由 含 电容 的 边 2 .5' 、6' .7' 组 成 正常 树 如 图 4-5-5 所 


m 4-5-5 


< 
< 
= 
N 
= 
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гй 0 0 0 1 —1 0 0] [ñ 
Ls 0 0 01 от1о| [а 
di, o от 0 1 1 |i 
“dt ° + 
cin 1-1 —1 —1 0 000||e 
d 
сл 1 0 0 0 о о 0| |; 
du, 
Co o —1-10 00 o||z 
dy, 
Crie 0 0 —10 о 0 olla 
di, 
" 
L, 0 # a —1 o o? 
] v 
^ 0 L 0 EA =|1 1 0||* 
o o LJ | 1 1*4 
© jdi w)' 
dt 
uU) 
à) (Mb 0 ој -100 
а |. "s 
А £i-|o LU ol ото 
dt РА 
і 0 о /Ll 011 
v 
uU 
ML —1L 0 0 
T. 
-Hu/ 0 Wh 0|. 
p 
ML 0 1 LJ] “|. 
Ur 
类 似 的 办 法 可 得 : 
e —1/€, —1⁄0, —/G) ， 
i 
d |% 1С, ° ° N 
41.17 а 
ve 0 = МС, —1/©,| |; 
z, a 
t 0 0 一 LHC t 
合并 得 方程 组 : 
ах 
m Mx 


其 中 


132- 


А ° 0 9 "^ 0 114 0 
ñ 0 0 0 1/1, ü 1/0, 1/4 
X= | |, M = \—1/С, 1/C, 1/C, 0 0 0 0 
vs = 1/C, 9 о 0 0 0 0 
2, 0 = 1с, —i1€ 0 0 0 0 
v 0 0 一 LHC， 0 0 0 0 


Bi 3; 这 电路 网 络 对 应 的 图 和 它 的 正常 树 分 别 为 图 4-5-7 和 图 4-5-8。 


3 


Я 4-5-6 图 4-5-7 图 4-5-8 
| 110; 1 1 
B= Н 
2\—1 01-1 W, 
ias 2 4 
B | 11 N | 1 \ 
" 1 0 i^ {i 0 
к=? 了 
”1 
1-1 10 
0 一 1 
K=Br (B= |1 a 1 J^ 01 
0 1 —1 1^ 
另 一 方面 : 


而 且 从 下 一人 1. 可 同样 给 出 


HERA 
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其 中 | 
n 
v 
但 
|= 
Ds 
i 
h= | 
ц 
即 
Mi 一 
Ë 
E 
i 
FINE 
E dt 
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K 
кто 
Ve 
А 
L 0 
о L, 
0 0 
C, 
i 0 
0 0 
о 0 
0 
о С, 


ooo 
o 


lL 0 0 0 0 0 0 0 1 0) (4 
о l/l 0 0 0 0 0 о о |А 
= | 0 0 iL 0 0 0 0 0—1 165 
0 0 o 1/€, o ||—1 0 1 0| |> 
0 0 0 o Шс 0 —1 -1 ol (v, 
0 0 0 U/L 0 [ü 
0 0 0 0 17Z | |5 
=| 0 0 0 —ML, 1/Ls| | 
—l/C, 0 1С, 0 о || 
о —/с, -i o0 о jl). 


66 4. 如 图 4-5-9Ca) 所 示 的 电路 的 对 应 图 为 4-5-9C5) ,其 正常 树 为 图 4-5-9(c)。 


Yo. 
n 
Y xd 
e te) 
10 0 0 0 
B.—| 0 1 1 By;—-| 01 1 
=1 0 -1/ 0 —1J* 
123 оК 7n oon 
ква | | 0 1 0 -| | 
0 0-1 0 —1 1 
0 1 —1 . 
53 —JH E Ж#Н ESE BE. 
S [ 1 0 
S= S, | 0 0 
8, 1-1 1. 
2 5' 


同样 可 得 : 
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由 于 
但 
. 4 [^ 
^om " 
但 
ES 
则 得 ， 
ax 
т = 
Б 
其 中 
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ИЛ 1] fh 
U. _1 2 
а |= of | 
ñ o| |; 
is 9) iw 
di 
а= uu 
， d А 
= C, =, he 
l l 
° pL 9 Z| fi 
—1 + 1 
一 上 V = Vaja 
© 9?]"" lg °] 
v = №, = w, — 15, 
h = Gm, = i 
=1 
0 xn 1 
$a 1 
1 +|R, aO. 
E U, 
& ooje 0 
x= |“ 
"Ust 
1 二 1 —1 
0 L, 9 L, 0 R, 
А Xt 1 X+ 
c ° c 9l ° 
ах 
т = MX + NU, 


Е, 
ИЯ 


—1 1 ñ 
GL L 
м= |7 1 N= | 1 U = 60. 
c xn] EXE 


LED 


е) 


B 4-5-10 


上 面 图 4-5-10 的 电路 网 络 的 图 如 下 图 4-5-11 。 


1 7 223 1 2 3 
区 ru ' 
1.4 И ' " 
4 т 5 4 ? s 
‹а) ® 
图 4-5-11 
4. 
v e (t) 
t 
v EA 
Ye = | у= | = 
T. РЯ 
uj' Ы 
t v 
| i 
12 А 
‚ KI 
Te = |ia = |. 
А da 
5j" ] 
17 N 
但 
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СЯ 1, di, [on 


wl|= 


оон о 
| 
© 
е о о о 


1-1 00 
50  K=B (BD =|0 1 —1 0 
0 —1 оо 


ео о ю 
оо н 


故 得 ; 


展开 得 : 
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Ao 


1 
C Z = TRU tw). 


或 写成 矩阵 形式 得 关于 à om sos 的 微分 方程 组 如 下 ， 


di |" 
vs 
ж% 
x= 
N= 
则 得 : 


—R —1 
— = o 
L L à i 
1 —1 -1 
€ OR CR, Ë * |o 
v 
一 1 -1|° 
° ба, GR, ° 
-R _1 
i LTL 
А 
= 1 zà 
^ Мес GR 
Ui)" —1 
° cR 
Ё о 
*u eu 
© с а) 
о 0 
ах 
= MX + NU 


а guo +i 
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A 


$6 若干 特殊 情形 
上 面 介 绍 了 状态 变量 法 ,其 中 很 主要 的 一 个 步骤 在 于 找到 一 棵 所 谓 “ 正 常 树 "使 得 竺 


枝 容 下 全 部 的 电容 和 电压 源 .如 若 电 容 的 边 过 多 ,超过 树枝 所 能 容 下 的 范围 ,或 电感 过 多 ， 


任何 余 树 都 容 不 下 ,这 时 如 何 处 理 ? 下 面 举例 说 明 。 


£a) 


例 1: 


图 +61 


图 4-6-1 的 图 (5) 是 (a) 中 电路 的 树 ( 实 线 ) 和 余 树 (虚线 ) 。 


B= 0 0 


Bis= 


一 1 


0 0 


一 1 


0 0 
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0 0 0 1 一 ! 


К=В (BRY 一 


00-—11 0 


00 —1 0 1 


1 —1 —1 1 0 


1 0 —1 0 1 


0 1 0 —1 1 
本 例 与 前 不 同 ,电容 的 边 过 多 以 至 不 存在 一 棵 树 使 得 它 的 树枝 包含 了 所 有 的 电容 。 


Ir 


URAZA: 


RF: 


© кє ооб 


е о о о о 


d 
vs " сш 
Ve = |u| = |В, fe 一 i 
` 7 
vs Rs] * à J' 
m h 
. h elt) 
i 
e) 
| [e 4m _ 
= |i di Vr= | о, 
dv, v 
h С, = . 
tdt | vs 
is Gus 
M _ | o к) K) 
I, -K Oi Wr, 
0 0 0 1 —1 —1 1 0 
0 0 0 1 0 一 1 01 
0 0 0 0 1 0 一 1 1 
一 1 一 1 0 0 0 0 0 0 
1 0 一 1 O 0 0 0 0 
1 1 0 0 0 0 0 0 
一 1 0 1 0 0 0 0 0 
0 —1 —1 0 0 0 0 0 
dv dw, 
e dt “ш ti 
dv, di А 
C, Сорн 


“ll: 


a) 


(2) 


但 а) el) s +a 
对 (3) 求 导 得 : 


dw. А de, do, 
д 50-20 a T у. 
x 
i = [a G) — v. + s; ]/R;- 
iy = e) — w + оа], 
uy =— R,G + í). 
HORA OOR 
i = [a @) — 9, — Rsi, — RA Ri 
is = [ea — u, — Ку, — RA]/R. 
整理 得 关于 i; ,i 的 联 立 方程 组 : 
R), | R, 
(: i z) b + ph к^ © Е" 
. R. 
mh E +2) ESO ADe 
利用 Cramer 法 则 解 这 方程 组 得 : 
1 1 R, Е, Е, 
| R^ 0) – RU R | 14 R, R, 
а= = 
1 Rs Rs Rs 
ROR" 1t, k 1m 
Rs) т, К, | Rae R 
E +) 1 z] R RR) 
1 1 
Dt Bg, R, 
— — (R, + Row, + Ros + (R, + Riel) — Res 
К.К, + RR, + R.R, e 
R 1 1 Е, R 
пъ g-ga] +E RE 
а= + 
R, 1 _ 1 R, R, 
R. ReO R” R 1+ R, 
Кую, 1 R, 1 R, R, 
_ АР, (5; + р) + (à, | AALA T RREO 


1+®|ж+ x) 


_ Ёру — (R, + RO, + (R, + Rodel) 一 Ry 


RR, + RR; + RR; 
把 (10) (11) 代 人 (1) (2) 9118: 


с, ec, [ао — «o 


du, | а) 
ата 


+ 


(R, + Rows + Ryo, + (Re + RO G) — Ree) 


RR, RR, RS 
+ 142 ° 


《3) 


4) 


(5) 
(6) 
(7) 


a» 


(9) 


ao 


an 


E ао, 


Ao (tE -C C 
а) G6 0)) HR Ce () А ， 
RT RR LRR, TGG-400, aD) 
2 ,dod 
c, =c [ao o2 52] 
Ryu, — (R, Rv d (R, E Re G) — Ree e 


+ RR, FRR FR, R, 


-CG ecc cota 
_ RGs—e (00) — Ut ERO Gi —е,(0) 


RT TOGU 00). аз) 
把 (12) (13) 写 成 矩阵 形式 ， 
du, 
CtC 一 Ce l 1 
-C c.+c,|as (ORBE RR + RR 
dt 
-R-R R, ШЕ о | 1 —1 үе 
_ c 。 
| R, а в а Volt alawo чө 
#+ 
n 1 [t "JURA R, | 
 RR,+ RR, + RR. -C С, С, —R-mI, 
ec 
—C C-+C) i-i 1, 
r= E | он) WM 
щ eO eO, 
则 (14) 可 写成 一 阶 常 微分 方程 组 ; 
ЯХ — AX +U, 


LED 


如 图 4-6-2 所 示 的 电路 网 络 ,其 对 应 的 图 G 和 树 了 如 图 4-6-3。 
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图 4-6-3 


显而易见 不 存在 一 棵 正常 树 ,不 过 可 在 图 4-6-2 的 带 * 号 的 边 上 加 极 微小 电阻 >. fE 
问题 变 为 正常 情况 ,从 而 得 一 近似 解 。 详 细 的 讨论 留 给 读者 作为 练习 。 


S[ 1 0 опоо 
5,=5, |—1 1 ° 
S| 0—1 ， 
2 5 4 
1 —1 
esc 1 
0 1 
Va 0 0 0 1 一 1 0) {f2 
v o 0 00 1-11 
% o о 00 1 -ll 
à| |-1 o оо o offa 
А 1-1-10 0 |. 
А 0 1 10 9 v 
v о 0 0 1 —1 0| Gm 
vs o o 00 1 -1[| Gws 
^ do, 
„|| ова rajat 
ES 1 о 00 o о), 
ч —1-10 0 olf s |, 
* di 0 1 10 0 Ol n 
这 是 电容 过 剩 的 情形 , 


其 中 ， 
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G-R& G= в. 
4 . . 4 
C, = баз — Gas — С, б. 
du, du, 
C, = Gas +С, й, 
du 
C.R (e — Gi) fo + = Cav, 
dv, 0 G llu cJ 7 ° 
“ш 
c dv, G 
| 0]: 1 —1)[G 0) (о —l| g 
n - - qeu 
о Ca lo alla Glo 1 
dt 
fa 
Us —1 0i [vs 1 
-[ T Jaws Va = u, — u 
vs 1 一 LU (4 
dv, 
du dw dw , |4 
dt^ dt dt dv, 
Us 
1/c, 0 1 -1j(G 010-1 о 1 
#Ш- use 2 ee] 
dt |v, о 1/C,JIio ilo G 1 > lw 0 
du, 
+[ i «є,—со|® | 
|| ЯР 
а , 
1 C C, 
Ci 一 Ca) 一 ， 
由 于 | ee | с, -G 
1 0 — C/C; C/C: 14 [ts 
有 一 M dt 
0 1 с/с, — С/С, ) Aat lv, 
1 1 1 _ 1 
C: G, | [— G, 0 C C 
_ |© à | Я f MI "| Jaw, 
o 上 G, — G] [u o L 
C, C, 
Bn. 
1+% C -1 1 -1 1 
С, C, (а fv С.К, CRs CRs| [us GR, 
КА = + |С laco. 
— C, 1+ © dt lv, +1 — 1 lv в 
С, C, C.R, C.R, 
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VIE vs 
ам NU 
aleia] + 
其 中 
1+% CJ) f1 _ 1 1 
M- C, ©, СС; C,R, CRs 
| € C, 1 —1 
с, lta С, C.R, 
с, E 
ug -a pa 
N= c c RC, 
— c8 = 
& 1+ б, 0, 
U= е0). 
БЕЙ 
M 4-6-4 
—1 0:1 0\$ 
s= (1 i ' 
0 —1 1:0 VS, 
1 ar s 24 
DET 
v 0 i 
v 0 E 
= |= 0 5 
b 一 1 ДЕ 
i 0 ЕД 
其 中 
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к=з = 


1 0 
—1 一 1 
0 1): 


这 是 电感 太 多 的 例子 。 可 在 图 4-6-4 的 虚线 边 加 一 极 大 的 电阻 ,使 问题 变 为 正常 情 
形 , 从 而 得 一 近似 解 。 


现在 树枝 上 有 : 
di 
v= LR, 
EAE LS: 
а=. w = L SE, 
以 之 代 人 上 式 得 到 
ЕЛ 00 0 1 Olio 
DES 0 0 0 一 1 一 1 i 
„%=| 00 0 o ajf” 
5 dt 1, 
А —1 1 0 0 0 | 
D | 
n 01-1 0 0 Ri 
所 以 
di, А 
L ш -人 1 -1 DE 
L, @ ° {в 
н 
=i + аА, 
— — 
ый Lo LES Rio 
di i di uu 
所 以 [2 m] Ra - io. 
; di 
即 (s + Lo SB = Ri + Ra + L he 
ZR R L 
"|= L,+L, Ltl, NE LL di, 
dti R, —R, |i& " а 
Ls L; 
4 
; Lj, 
fà 
х= (5) І, + L, 
н 0 J, 
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ZA R, 
LtL LFL í 
ax |+ L,+ L, a| MX + NU. 
dt R 一 Ri 
L, 1, 
其 中 ， 
-R В, — R.L. R.L, 
|ti, L,- L, м1 AL G+ LY 
R, IR R.L, —RL | 
p Ls L, (L, + L) LOS + La) 


U=i, 


1. 列 出 下 面 电 路 的 状态 方程 。 


2. 利用 状态 变量 法 解 下 面 电路 问题 。 


图 习题 2 


з. 列 出 下 列 电路 的 状态 方程 。 
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(a) 


习题 3 
4. 求 下 图 电路 的 状态 方程 。 


Re 


(0) 


» l Ki 


5. 试 型 出 下 面 网 络 的 状态 方程 。 


eG) 


ja 


Пе. Oiw 


图 335 
6. 试 列 出 下 列 网 络 的 状态 方程 。 
C, 
ñ ~m 
-R Ф 
+ a L 
e) c= R; TO 
一 Lu 
H 6 
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жав ”信和 号 流 图 问题 


信和 号 流 图 是 一 种 顶点 和 弧 都 具有 权 的 有 向 图 , 它 是 用 图 的 结构 表示 线性 方程 组 中 诸 
变量 间 关 系 的 一 种 方法 。 对 于 许多 物理 系统 来 说 , 它 的 输 和 人 和 输出 满足 某 代数 方程 组 ,可 
以 根据 它 的 特性 直接 作出 信号 流 图 ,再 由 信号 流 图 按 一 定 规则 可 以 写 出 对 应 方程 组 的 解 。 
从 数学 观点 来 讲 ,信和 号 流 图 也 是 解 方程 组 的 一 种 方法 ,由 于 这 种 方法 直观 .灵活 并 使 用 简 
便 , 在 工程 系统 ,特别 是 线性 系统 (线性 网 络 ) 中 得 到 广泛 的 应 用 ,成 为 分 析 线 性 系统 的 一 
种 有 力 工具 。 


$1 ЖЧ ЕЕ Coates 流 图 


Coates 流 图 是 应 用 较 广泛 的 一 种 信号 流 图 .这 种 图 是 把 矩阵 用 一 种 有 向 图 来 表示 ,由 
于 矩阵 和 线性 方程 组 有 对 应 关系 ,因此 所 得 到 的 图 可 作为 对 应 于 方程 组 的 信号 流 图 。 

ЖЕ 

А = (ask. 
可 用 一 个 = 个 顶点 的 图 表示 , 即 对 于 非 零 元 索 2; 可 以 从 vw 51 
一 有 向 边 到 v, 点 ,并 令 它 的 权 为 24, 如 图 5-1-1 所 示 。 " 

这 样 一 a ИЧЕ АН — n A TR дк РБ 09 А ТЕГЕН, nil £ S о 
Coates 图 。 例如: 
0012 
0021 
1200 
2400 
对 应 一 有 向 图 5-1-2。 „ 

于 是 有 些 线性 代数 的 问题 便 化 为 图 论 的 问题 了 。 比 如 一 o C 
非 强 连通 的 图 G, 它 的 邻接 和 矩阵 为 A= Ca)... MIA P И HE 


顶点 的 次 序 使 得 顶点 v.101,… оо, 形成 一 强 连通 块 , 则 存在 一 ， 2 
置换 矩阵 P 使 得 
parr = | “|” М 22+ 
T [аа А а 1 
对 于 矩阵 4 一 (n), ЖЕТЕ nx BERERE P 使 得 : 8 512 
papr = Au 01}. 
Án Anjja—r 


n—r 
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ВЕДЕ A 是 可 化 约 的 ,否则 是 不 可 化 约 的 。 
E 4 一 (ar)wx* 是 可 化 约 的 , 则 方程 组 АХ=В TARH: 


VENMIPLIM 


B. t =B, 
AgX, = B, — А„Х,, 
= 2,1 
其 中 х= |: х, = 
£j =, 


不 难 和 证 明 :矩阵 A= (ar)vx 为 不 可 化 约 矩阵 的 充 要 条 件 是 : 它 所 对 应 的 国 为 强 连 通 
的 。 


$2 ”代数 方程 组 与 Mason 信号 流 图 
代数 方程 组 也 可 以 化 为 相应 的 图 .以 下 列 的 代数 方程 组 为 例 ， 


аул + agi + дулу 十 auz, = by 


ац 十 ant, + anz, 十 аат = bzs 


азуулу + азл, + ayz + auz, = Ву, D 
ant, + aut: + дулу + aut, = bu 
先 把 方程 组 化 成 下 面 形 式 : 
ту = bam a 十 аут, 十 ац, 
= = b, + ату 十 ant, 十 aat, + ант, (2) 
жу = b, agr, + ayt, + auri аул, 


=, = b, + dar + аохг asta + auzoa 


这 方程 组 可 用 图 来 表示 它 , 表 示 的 法 则 为 ; 


(а) В 
а 
À—  — — 
" ж; 
B 5-2-1 
表示 ту=ал,. 
(ОЖ: | 
x: a 
xs 
b 
xi 
图 5-2-2 
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表示 zx 一 az 十 pri* 则 (2 可 用 图 5-2-3 表 示 。 


图 5-2-3 


这 样 的 图 叫做 方程 组 (1) 的 Mason 信和 号 流 图 。 


例 1: 
= — Z: + z, = 0, 
E + 22, + z, = 0, 
Sa x+ r. = u. 
把 这 方程 组 化 为 ; 


Z= z — e 
Z= = +z +u, 


这 方程 组 可 用 图 5-2-4 表 示 。 


图 5-2-4 


$3 信号 流 图 的 运算 


后 面 我 们 将 讨论 如 何 遂 过 信和 号 流 图 求解 方程 组 的 问题 ,这 个 问题 涉及 到 流 图 的 简化 
规则 这 一 节 介绍 几 个 方程 组 的 图 的 运算 法 .通过 例子 加 以 说 明 , 要 求 准确 地 掌握 图 的 运算 


规律 。 
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COO 加 法 规则 (并 联 法 刚 ) 
两 个 顶点 间 m 个 同 向 边 可 以 用 一 条 与 它们 同 向 的 边 代 替 , 该 边 的 增益 为 m 个 同 向 边 
的 权 的 和 ( 见 图 5-3-1) 。 


a 


>a 


B 531 


(2) REEN C ERE RID 

mV roza ize HH Gn za), Gran ertt Grecis Tn) Gr, zu 
GE DW RT Ж 000 Ci m, CBE Crime D IEEE ЗЕ 8 ЖШ Gn n t Gsm 
《zn*zn+l) 的 权 的 滋 积 ( 见 图 5-3-2)。 


a a CREE: 
E за 2, pon n ET en 
图 5-3-2 
NH т=2 Ж. 
а а аша 
а = 
n m от, x ES 
B 5-3-3 
(3) 顶点 消去 法 则 
先 看 一 个 特殊 情况 ， аха т>?» 
2 
2 一 Ti 十 aaz2y c ь 
加 三 BT 二 a 二 abi Ta а : 
J5 brt; = abr adboxis = эз 
ЖЖ 
图 5-1-4 


zi 
Ta b — — 
之 


图 5-2-5 
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一 般 地 对 于 以 z AAAA AC r)a Cr z) om Gre z) ҖИ z HB НН TREE 
Crey Geyer бт, y.) EM d yr UE aura, t a, RL bibo ,bs。 则 可 将 顶点 工 TH 
去 ,得 有 向 边 : 

Саца) Gym Guo, 
MICE 


Go» Guo) 


Gi (z; y.) "ee (m. Yn) a 


其 增益 分 别 为 : 
aba аб, ето аб, 
abis а [XT 
aib, dibus sdb, 


BH 5-36 


CO 自 环 消去 法 则 
先 看 几 个 简单 的 例子 ; 


ж;=аш\+а®; 


(1—a,)r,=azi 一 


故 得 (图 5-3-7)， 


图 5-3-7 


同样 如 (图 5-3-8)。. 
一 般 地 对 于 有 m 条 以 为 终点 的 有 向 边 和 自 环 的 顶点 ,如 将 m 条 有 向 边 上 的 增益 
除 以 (1 一 环 的 增益 ), 则 可 将 自 环 消去 ,以 x 为 起 点 的 有 向 边 的 增益 不 变 。( 见 图 5-3-9) 。 
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adle) т 
Й 


©; 
1-5 "mov 
Ол-4 


> -, T = mo mr 
amt dels b [s EELE, д 
ab (g+cfd) Tode 1 
E үрел EJ e 
B) 5-3-10 
(5) Би 


以 тана аа, 
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故 有 ， 


1 
: 
b 


b 


图 53-1 
BUT z, ЯШЫЛ GR: D ШЕ LE Ст › ха) fL a MAEA рдел m 0 


Gor) MERRY- 
同样 理由 可 推广 到 一 般 ， 


а 2 E А РЯ моо 
23 а 
Tasia 
A 5-3-12 
不 难 证 明 反 向 只 能 对 于 有 向 边 (z,,z,) 的 始点 z. 为 源 点 时 才 有 效 。 
92: 对 方程 组 
Eo 
上 ar 
T= fat gt tAr, 
I son БҮЛЕ 
bl "P y 
工 2 Y эшан, zoina 
-E а 16 
“ # — 
ип x on of 


ONU 


i Кя eunan 


SERN, 


图 5-3-14 
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Ln 
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x- ib 


初学 者 务必 注意 图 的 演算 过 程 的 代数 意义 ,这 样 才 不 至 于 发 生 似是而非 的 错误 。 


84 行列 式 的 展开 法 


行列 式 展开 法 :车 4 二 (ai).、. 有 


ац а; + a, 
an Ga + аһ 
= 一 ye шара = 
es e Удата 
л 
аһ ад Ut a, 


其 中 
e = 1, hivi RAER, 

a —1, Элл), HAER. 

把 次 序 АЛЛ BO ARF. n АЕ АО ОЦ jjj HERK. E 
换 次 数 为 奇数 的 叫做 奇 置换 ;否则 叫做 侦 置 换 置 换 奇偶 数 可 以 通过 这 个 序列 中 大 小 倒置 
的 个 数 来 计算 .例如 23154, 大 小 倒置 有 21、31、54 三 个 .432561 则 有 43,42,41、32,31、21、 
51.61。 第 一 个 例子 是 琳 置 换 ,后 者 为 偶 置换 ,12345 也 属 侦 和 置换 。 

下 面 给 出 一 个 定理 , 它 是 行列 式 展开 的 图 算 的 依据 , 设 4== (а) „,С 是 矩阵 4 的 
Coates [E]. 

xm 

dera = (— 1)" < DA; 


Жи ЕИ, RÉEL G phita 不 顶点 的 简单 回路 (不 自身 交叉 的 回路 ) 形 成 的 子 
图 G 的 个 数 ,m ж С, РАВНЕ, Д, С, 的 各 边 的 权 的 积 。 
在 证 明 这 定理 之 前 , 先 就 定理 的 意思 通过 例子 解释 清楚 。 


设 
—1 2 1 
A=| 12 1 
—1 1 -1 


它 的 图 ( 见 图 5-4-1)。 


8 5-4-1 
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过 zza*zi 点 的 简单 回路 有 以 下 六 个 ， 
如 图 5-4-2 所 示 的 Gi 02.0: Gu G5. 0, 
ME А=6, n=3. 

j==1 时 二 3， 

A,=(—1X—1)(2)=2; 

jj 一 2 时 m=2, 

A= (—1)(+1)(2)=— 2; 

j—3Bb т=2, 

А,=(—1)(1)(@=—2; 

二 4 时 m 一 2， 

А.= (1)01)0—1)=—1; 

ј= 58} n=l, 

As=(2)(1)(—1)=—2; 

j=6 时 n=1， 

ASOS, 


D= E sA, 
一 一 (一 2 一 2 一 2 一 1 十 2 一 1) 
一 6， 
—1 1 —1 
2 2 1 
1 1 —1 
一 2 一 2 十 1 十 2 十 1 十 2 
一 6 
定理 的 证 明 ， 
对 于 行列 式 展开 式 中 每 一 项 ， 


对 应 了 一 个 G1 反 过 来 说 每 一 个 G; 都 对 应 

这 样 的 一 项 ,只 要 证 明 符号 也 是 对 的 就 可 以 图 5-4-3 

T. 
对 于 其 中 长 度 为 ! 的 回路 : 
ИНЕТА аа FAREI hirni, 只 要 (一 1 次 置换 就 可 以 办 到 。 
如 果子 图 Ç, 由 了 个 回路 组 成 , 则 顶点 下 标的 排列 次 序 为 : 


йу far t fn ju jo St mm skis kar ta Ë 
第 一 个 回路 。 第 二 个 回路 第 7 个 回路 
对 应 于 这 G, 的 行列 式 中 的 项 为 : 
тау a hA Uu Aa s, Pag, da, h 
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Кф e= Ll, Lho Un ЖКН Ж TIN FEE] iii jj k e ICON SR 


一 个 下 标 序列 Lu jh ARH 
а-о + = 1) + + 0 1) 
= ++ +10) јап ј 
次 置换 .所 以 取 e 一 (一 1) i= (19700 (1), 


$5 代数 方程 组 的 Coates 图 解法 


设 方程 组 为 ， 
anz + арт; + + az, = bi, 
аал 十 aazza t 十 aum, = bes 
anz + = bno 
根据 Cramer 法 则 可 得 解 为 : 


z = УБА, i= 1.2, n, 
оа 


ЖНА a 的 代数 余子 式 ,求解 这 方程 组 的 过 程 相当 于 除了 计算 系数 行列 式 外 , W 


得 计算 下 列 ”个 行列 式 : 
bi ag … an an b аз с a, an аф ct 24 
b, an + am an b аа cH am| |@ Am * arai 
b. аа c a| [aa b аз се аы ац AU Q. 
这 些 行列 式 的 计算 相当 于 对 和 矩阵 ; 
A= 
айм ao … a, b, 
0 0 —- 0 O 
作 如 下 的 运算 ; 
O 令 ar 一 1 


D 第 : 列 与 第 = 十 1 列 互 换 ， 
(3) 求 所 得 的 矩阵 的 行列 式 的 值 。 


b 
b. 


设 4 矩阵 的 Coates 图 为 Go, 由 于 4 的 第 п-т Ж АВ А олоод, ЙЕ 
点 到 x+ 点 的 边 不 存在 但 从 z. КА m ,zz 诸 点 的 边 是 存在 的 , 作 运算 :ar 一 
1, 相 当 于 从 二 点 到 ro+ 点 引 一 条 权 为 1 的 边 ,然后 按 上 节 所 讨论 的 方法 计算 行列 式 的 值 。 


例 1: 设 有 方程 组 
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au 0 aa 0 as [л] fh 


0 ayn aa 0 0 ЕЯ 0 
аһ an 0 аң as| |n|— |0 
an 0 aa 0 as| |Z, 0 . 

0 0 as 0 as) (1; bs 


А, 一 
an qa 0 as 
0 as 0 as bsl 。 
0 o 0 0 0 
n 
REA 
РЯ 
n 
e 2, 
E 
图 5-5-1 


图 5-5-1 中 从 z; 到 т; ПЕРИ аз, БВ. 
用 前 面 介绍 的 方法 , 当 i 一 4 时 可 得 : 


ж, 一 《一 banasanass — biasaaaoass + bianasiasas 


bianaxsasia,s 一 bsassaxasnan 一 bsasauaaas 


一 bsassanaia, 十 biassa yaaa 十 айдай 
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+ bsasasaaan)/ (auanauaaas — ацанамааазз 


十 ax йаацйззйь 一 Ande aiiis) a 


$6 Mason Ж = 
假定 我 们 所 讨论 的 方程 组 具有 如 下 形式 : 


ж 十 ayta 十 … + az, = bi. 
а + zx + … 十 аыл, = b. a 


алт + аат, 十 H z, = bna 


或 写成 : 
AX — B, 
HP AS (а), {8 ау =1 j—1:2v72. 
Bp 
1 a аһ = bi 
A= an 1 азм x= E B= h 
aa as < 1 ' =, ' X, 
可 以 把 这 方程 组 改写 为 : 
Х = П AX + B= АХ + B, 
AÁ =1-—A. 


T DUE f gn X SHE ТКЖ ПИА. B 后 的 输出 。 


B X-AX«B — y 


H 561 
按 $ 2 叙述 的 方法 作 方 程 组 (1) 的 Mason 信号 流 图 G. 
这 个 图 G 便 称 为 是 方程 组 AX — B 的 Mason 信号 流 图 .下 面 介 绍 Mason 公式 如 下 。 
它 对 于 许多 问题 ,特别 是 关于 线性 反馈 系统 的 分 析 , 独 具 特 色 。 
Mason 定理 
设 G 是 方程 组 АХ=В Bof BRE LLL ДЕВ G 的 回路 ,zw 是 回路 工 的 
增益 ( 即 L, ЖОЛ БАП ЖЕТИ fl 


(0) D-detá-1— Jwt I шш, У] www, Б 


P m 
LL SF Lyc) EATR 


即 D=det 4 一 1 一 (所 有 回路 增益 的 数 的 和 ) + COR PALA EL EIE RAT [ed ИЕЗИ 38 D 38 8189 
和 ) 一 …… 


"162。 


Qu = EXT 01,200, 
я 
其 中 Т, = УОЛА. 
a 


WO EK, b; 点 到 z, 的 道路 P, 的 增益 ;而 人 A, OS AD RN Ж EE P, 上 的 点 关联 
的 所 有 项 的 结果 。 

下 面 举 几 个 例子 说 明 Mason 公式 。 

Ln 


Hp 5-6-2 


如 图 5-6-2。 现 用 Mason 公式 解 z, TF LXX EUR Bi 4 B ELE h l b, 
E АЎ z, tE REOR bizi КИВУ 4. [їн IH b| х.б НЕМ Бетул, AREH d. 
这 个 图 中 仅 有 一 个 回路 其 增益 为 <, 故 


D=1—¢ 
由 于 ака D 中 , 故 A: 一 1， 
这 样 便 有 ， 
т; = (bd -rbd)/üu-—2oO. 
912. 如 图 5-6-3 
n d 
LND LS 
x m= а w P x lx 
图 5-6-3 
Ж 25. 


ВНЛ т\, n BI zs ЈЕ 8829 хл», ЕИН IO ab, 
这 图 中 的 回路 有 Titit, za era s REGIT El {Е :点 相 接触 , 故 
五 一 1 一 (ac 十 好 ), A =l, 


аё 
Тес т-а bd 
例 3; 如 图 5-6-4, 求 xs。 
A 2.9] zs 的 道路 有 二 : rizszsztzs，zlzazse 回 路 有 三 : телата, талата, mTrrimame dE 
D = 1 — (bc + de + bdg), 
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HN 5-6-4 


bd f + hO — de) 


Ts = T— bc + de + bdg) "1° 
例 4; 如 图 5-6-5 
^ a ж bos 
е 
с 
x 
Ш 5-6-5 
Ж =. 
Ж х=. 9] 五 的 道路 有 二 : izz улаз, РН —: rrr H 
_ а d bed 
m т=4 ° 
例 5: 有 方程 组 : 
=== +b, 
T = 2x, + izz 
T, = 2r, + >, 
y = = F my 
ns 
这 方程 组 的 图 是 ， 


MK 5 S| z 点 的 道路 有 二 : briz bna JE 
益 分 别 为 1 和 2, 回路 有 下 面 四 个 : 
它们 的 增益 分 别 为 3,2.1 和 2。 

不 相 接触 的 回路 有 <: 与 cx 与 c, 不 存在 三 个 


不 相 接触 的 回路 . 故 
D=1—G+2+1+ 2 + (6 + 3) = 2, 
人 一 1 一 (3 十 2) 十 6 一 2， 图 5-6-6 


* 164* 


оо SZ Ç 2: 
1 
1 
za 2 ES H no 
€ C 


с, e ^ " 


图 5-6-7 
A,=1—2=-1. 
“ zb rpRC je. 
Bie. 已 知 方程 组 


z x +a = 0, 
22а + 21, +z, = 0, 


z + x — z =— b. 
Жл. 
将 这 个 方程 组 改写 成 如 下 形式 ， 
du = r, — Xy 
| = 2z1 + 32, + ту, 
z, = з + z; + b, 
这 个 方程 组 的 图 


这 图 的 回路 有 6 种 ( 见 图 5-6-9) , 
两 两 不 相 接触 的 回路 有 с.с 


所 以 : 
D=1—[C D +1+2+3+1+(—2])+ C- DG 
=-6 
MoR EE p EE "NET 
故 ， 二 一 二 [CDCD+CD(-2] 
21 
=- 一 也 
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» 1 , 
C M 1 PO 2 х. 
1 


€ €, Ca 
3 
O “СЕТУ 
1 "oim | Ж 
x 
с, с, с, 


H 5-6-9 


Hj 5-6-10 


'$7 Mason 公式 的 证 明 


Mason 公式 的 延明 方法 糊 多 ,但 都 十 分 繁琐, 下面 的 证 明 方法 是 其 中 最 好 的 一 个 。 
不 失 一 般 人 性 下 约定 方程 组 4X 二 B 的 系数 矩阵 4, 其 主 对 角 元 素 均 为 1, 即 : 2 一 1，: 一 
Ly 2, = n, 
G—(O E) h fn AX=B 的 Mason 信号 流 图 。 
EN EBR: M= (ту). D= (dies W= Gruss ЕТ: 
F Ge, x) = e; € Ei 
0. Xt. 


mi 


[ (zu zi) = e; € Е; 
а= 
0. Kt. 
К i j 
wyj = А А 
шлі J. 


Жр ш, 是 第 i 条 边 的 权 。 


Rk. B EG 图 的 邻接 矩阵 , 则 如 一 好 一 忆 。 


Lm 


Z, — fz,— ez; = bu 


— ar, + z, — dz, = 0, 


— br, + z; — gz, = bs, 


— cz, + r, = 0, 


下 面 是 这 方程 组 的 


1 0 
0 1 
M= 
0 0 
° o 
a b 
0 0 
10 
р= 
0 1 
0 0 
a b 
a 
b 
w= 
о 
a b 


f 


& 
cd ef g 


定理 # G E AX — B 的 Mason 信号 流 图 , 则 


La 一 DWM? = A, 


0 
0 
0 
1 
& 
0n 
0 
1 
0 
g 


> a 


as 
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证 明 今 4 是 矩阵 1 一 DWM? 的 第 ; 行 第 了 列 元 素 , 当 геу н}, BRE: 


ay == M Nan. 
in em 
HT W 是 对 角 线 矩 阵 , 故 
= — S duwuma. 
iei 

Hi MWD ERREX, 

wa, Gr, zj) = e 

daWuma = Wya = 


0, 其 它 
所 以 Gj=ay GE) 
ERSE ARA AFR, k 
dawama = 0, k= 1,2, 7, Ma 


所 以 
q = 1 — D dmana = a, = 1, 
р 


引 理 1 由 顶点 zara t z FIR ел es eo ei 所 确定 的 MGR DH k Er + RES 非 
ANTEA EAE AREIS. (оп, zn minu HEMMAARENA — A Ge sour eh 
的 边 从 该 点 出 发 或 进入 ,并 且 derS=+1, 

证 明 车 顶点 集合 (zi z. ,xz,) 中 每 一 个 顶点 都 有 边 集合 (ej,e;，… ,ei) 中 一 条 边 
从 (或 向 ) 这 点 出 发 (或 进入 ) , 则 每 行 都 有 一 元 案 1, 由 于 每 一 条 边 oj 只 与 一 个 顶点 关联 ， 
故 每 列 中 只 有 一 个 非 零 元 素 1. 所 以 S 矩阵 的 每 行 每 列 都 有 一 个 且 仅 有 一 个 非 零 元 素 土 1。 
故 detS=+1.,BD S 非 奇异 。 

反之 , 若 $ 非 奇异 , 则 每 行 至 少 必 有 一 非 零 元 素 1, 且 仅 有 一 个 非 零 元 素 1。 如 若 不 然 ， 
由 于 每 一 条 边 只 与 一 个 顶点 关联 , 故 最 多 只 有 个 1, 如 若 有 一 行 有 一 个 以 上 的 非 零 元 素 
十 1, 则 必 有 一 行 全 为 0. 这 与 $ 非 奇 异 的 假设 发 生 矛 盾 , 引 理 1 证 毕 。 

定理 由 顶点 zu, zi Й erep e BHRIRERUA М Яр 的 子 方 阵 5, 和 
$4, 都 非 奇 异 的 充分 必要 条 件 是 边 ese otn ,ei 形成 一 回路 ,或 一 组 不 相 接触 的 回路 。 

证 明 由 引 理 1 知 S SS ERES TE ИА Gn, ox eren PEE ARUM Ces 
ev6) 中 的 边 进 人 和 发 出 无 论 如何 , 一 个 子 图 的 每 一 点 都 有 一 边 进来 ,一 边 出 去 , 且 
仅 有 一 条 边 进去 ,也 仅 有 一 条 边 出 去 时 ,只 能 是 回路 ,或 一 组 不 相 接触 的 回路 定理 证 毕 。 

Bn CRY ЕЗ IB. Ps с.а 边 形成 的 回路 ,对 应 于 M ЖП D ЕЕ: 


z [1 00 z [0 0 1 
S == |o 1 0 $=z |! 0 0 
z, lo 0 1), z lo 1 0j 
bcd bcd 


fih S SRETAN. 
51802 5.5.4315 М. 中 相对 应 的 非 奇异 子 阵 , 设 Li Los LL. Dg S. fa S, 
的 列 对 应 的 边 组 成 的 互 不 接触 的 回路 .zp HRE CL Lon LO ARA A SZ f TE B 6 С 
e 168" 


目 . 则 各 和 5S, 的 行列 式 相等 的 充分 必要 条 件 是 p 为 偶数 。 
在 证 明 引 理 2 以 前 , 先 通过 一 个 例子 来 加 以 说 明 .在 本 节 开 始 的 例 ! 中 ,下 面 两 个 矩阵 
SA SLANE М ЯП 中 相对 应 的 子 阵 : 


mit 00 0 (10010 
52910 010 529 |1000 
20100 2 |0001 

z 0 00 D' z to 1 0 0 

acf я ac f g 


显然 (a1c)，(f ,8) 为 互 不 接触 的 两 回路 ,不 难 证 明 : 
detS, 一 det$; —— 1, 
证 明 ИШЕ L 的 边 和 项 点 的 编排 次 序 使 得 边 eesy…… e RU ee e A 
这 样 的 关系 : 边 凡 从 出 发 而 进入 wiseS: 中 由 这 些 边 和 项 点 对 应 的 子 阵 So. SZE 3: 中 的 
对 应 于 阵 为 $2 分 别 如 下 : 


u fl 0 … 0 w [0 0 + 1 

w |o 1 0 w |1 0 0 
s=; $-l E 

lo o < 1)" v lo o - o° 


6. &, 5 t, fa E 


显然 3 和 $x 都 是 非 奇 异 矩 阵 ,而 Sa UE m KRIT ERA BER SEC 
detS,, = detSz 
当 而 且 仅 当 z 是 奇数 ,而且 
деї$, = — detS,, 
ЧИТА п, AAK. 
X LoL, L, 的 排列 次 序 是 这 样 的 ,使 得 L.L... L, 正好 都 是 偶数 边 的 回路 ,其 
中 zsr, 其 余 的 都 是 奇数 个 边 的 回路 . 则 


Em 
Sa 0 
s= 5, . 
Sigri 
о * 
S, 
Sa 
5а А 
5. = ED 
o S 
` S, 


4. det$; = det, detS,,---detS, detS, i" detS;,, 
‚ 169- 


detS,=detS, detS,,---detS, dets; , I+: detS,, , 
但 
detS,, = — detS,,. í < p, 
detS,, = detS,,, i > p, 
所 以 
дес, = (— 1)#detS,, 

SIE S, fs. 9 E M fa D ЕХ} л АЕ АРЕ TE Lole, 是 由 它 的 列 对 
TER ers eze чо es 构成 的 不 相 接 船 的 回路 则 qetS; 一 detS: 的 充 要 条 件 是 上 和 r 同 是 奇 
数 或 同 是 偶数 。 

ШЙ 设 p 是 (Li 上,，…，, 工 ) 中 边 数 为 偶数 的 回路 数 自 . 若 Fp 为 偶数 ,r 也 是 偶数 ， 
则 边 数 为 奇数 的 回路 数目 + 一 也 必 为 偶数 ,所 以 边 数 也 必 是 偶数 ,现在 把 各 种 情况 列 
RMF: 


p m» r k 
1 m m 偶 Ld 
2 m 奇 ki ki 
3 奇 f 5 m 
M ki # m 奇 


KERTA AH p AAK r 与 同 为 假 数 ,或 同 为 奇数 .根据 引 理 2, í H GU n 
为 偶数 时 .$1 和 $2 的 行列 式 的 值 煌 同 。 
现在 证 Mason 定理 的 第 一 部 分 。 即 


ч 
deA—1— Уо + У wo У) ww t 
= p = 
Lars 68d РЕТ Та 


证 明 用 到 一 个 行列 式 展开 式 ， 


4 as да 77 da 

an 44 +A ax 

det(A? + А)= ал ах а 
ад an ад am БА 


Ze Pate а, 
NY dem 
sS = — 
ах а 
lan “aq, а, 
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a bhta a b a 6 
根据 a bhta = а b, а, G 
展开 
а + 1 
44 + 0 
а +0 
а + 0 
即 可 得 上 面 的 等 式 。 
4 = РИМТ. | А=1— В. 
所 以 


det = det — R) = 1 + У) Ds, 


= 
ВЕЕРА 的 主 对 角 线 上 元 素 为 1, 所 以 中 的 主 对 角 线 上 元 素 为 零 。 
不 失 一 般 性 .考虑 一 典型 的 & 阶 子 阵 R. Z AREE R 的 第 1,2，… 兴 行 和 第 1,2，… k 
烈 元素 组 成 的 , 则 ， 
detR, = det (DWMT). 
其 中 D.A D ERRA, nn TARTE MEA M 中 去 掉 相 同 的 行 后 的 结果 。 
对 
detR, 一 det DW) ИТ) 
利用 Binet-Ceuchy 定理 展开 .但 矩阵 DW 是 对 Ds 的 每 列 乘 以 该 列 对 应 的 边 的 权 。 故 DW 
的 子 方 阵 非 奇 异 的 充 要 条 件 是 Da 的 相应 子 方 阵 非 奇 异 . 故 detCDoWM3) 展 开 式 中 的 项 为 


ЖҮР ш, 是 6 边 的 权 :而 且 eiere ,es 形成 一 回路 或 不 相 接触 的 一 系列 的 回路 Diae 
了 .这些 回路 和 顶点 wz.…u 发 生 关联 ,除了 符号 以 外 ,Mason 公式 已 得 证 明 。 现 在 把 
符号 列表 于 下 : 


шшш R, п 
L |, pr | PME viu, 在 14| 的 符号 
ШЕ? А + + + 
?| m] - + - 
3 | # в _ _ + 
BENE: + - - 


从 上 表 可 知 : 当 且 仅 当 回路 数 为 侦 数 时 取 正 号 , 当 且 仪 当 回路 数 为 奇数 时 取 人 负 号 . 定 
理 的 第 一 部 分 证 毕 。 
现在 进而 证 明定 理 的 第 二 部 分 。 
不 失 一 般 性 ,假定 我 们 讨论 Ал, 1 Д 
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аз da c а. 


А 一 《一 To < 
mt 一 人 一 a 
0 : 
а, 1а 
其 中 
1 а aa 
g-| 1 E 
Ani ls р 
所 以 


AQ = (— 1)*t'[(— 174.9 十 (一 v S aad. 
X QJ Q 中 第 ; 行 第 j 列 元 案 的 代数 余子 式 ， 
j=1,2,3,n— 1 
4 14— —aj B| {ЕЛ e 098. RR JA z; 点 出 发 进 人 工 ; 点 的 边 , 作 总 一 的 置换 得 ， 


m 
Aa = 1.0 + Уга. 
pA 


对 应 于 的 图 G' ,是 从 图 G PAEA zi RI =, 点 ,以 及 和 这 些 点 关联 的 边 所 得 的 子 
图 ,特别 设 有 边 ev 和 en。 


m 
Qj = шу + > titwPins 
(кел 


каш 
其 中 对 应 于 V 的 图 G" 是 从 CG 中 去 掉 顶 点 =, M т, 点 ,及 与 这 两 点 关联 的 所 有 的 边 以 后 的 
TH. 
继续 上 面 的 步骤 可 得 А, 的 典型 项 ， 
Italis i Istat | R|, 
JUR tst dE z, D) z ЗЕ P, 的 权 的 乘积 ;而 I!R| 是 从 G 中 去 掉 Р, 中 所 有 的 点 :以 
及 与 这 些 点 相关 联 的 边 以 后 的 子 图 所 表达 的 方程 组 的 行列 式 , 定 理 证 毕 。 
对 于 一 般 的 方程 组 ,其 中 a; 不 一 定 为 1 时 Mason 公式 仍然 是 对 的 ,证 明 留 作 思考 。 
习 a 
L 画 出 下 列 方程 组 的 信号 流 图 ,并 利用 Mason ARR г. 
an — bz, + ez, = 1, 
le — fz,—0, 
ят, + hz, + kz, = m, 
2. 画 出 下 列 方程 组 的 信号 流 图 ,并 利用 Mason ARR za 的 解 。 
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to 


A 


в 


тү = ат, + dz + 1, 


=, = 


bn, + fry 


zi cz, + ex, + gz 
z, = hz, T jz; + 1, 


25 一 


， 画 出 下 列 方程 组 的 信号 流 图 ,并 利用 Mason 公式 求解 ， 


fa. 


410 3 (а o 
251 -1llz|_| 1 
103 —1| |=] |—-1 
0 1 5 3) (5, ol’ 
- 解 下 列 方程 组 
3 一 2 1] [и 3 
—1 20 j- E 
3 —2 2) ly, -2 
.用 $3 中 讨论 的 归 约 方法 求 上 面 问题 1,3 的 解 。 
. 用 8 3 中 讨论 的 归 约 方法 求 问题 4 的 解 。 
.试用 Mason 流 图 法 解 方程 组 
2 1 fa 1 
БЕГДЕ 
2 1 2) lz, 一 1 
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第 六 章 ”网 络 流 图 问题 


这 一 章 我 们 以 运输 网 络 和 开关 网 络 为 例 , 介 绍 网 络 的 流 及 其 它 有 关 问 题 .网 络 流 的 理 
论 在 广泛 的 领域 里 具有 重要 的 应 用 。 


$1 网 络 流 图 问题 与 最 大 流 


车 有 向 图 G==《V ,EE) 满 足下 列 条 件 者 , 则 称 其 为 网 络 流 图 : 

1. 有 和 且 仅 有 一 个 顶点 Z, 它 的 人 度 为 零 , 即 4 (2Z) 一 0, 这 个 顶点 Z 便 称 为 源 , 或 称 为 
发 点 。 
2. 有 且 仅 有 一 个 顶点 2, 它 的 出 度 为 零 , 即 4*(2) 二 0, 这 个 顶点 2 便 称 为 沟 ,或 叫做 
收 点 。 
3. 每 一 条 边 都 有 非 负 数 ,叫做 该 边 的 容量 。 边 (w， +) 的 容量 用 表示 。 例 如 图 6-1-1 
便 是 一 个 网 络 流 图 。 


图 6-1-1 


上 面 我 们 定义 的 网 络 常常 称 为 运输 网 络 。 可 用 运输 网 络 来 表示 的 物理 模型 是 多 种 多 
样 的 。 网 络 的 有 向 边 可 以 用 来 表示 城市 之 间 的 公路 .电讯 局 之 间 的 通讯 线路 ; 边 的 容量 则 
可 以 是 允许 通过 的 物资 ,速率 ,公路 上 的 汽车 数量 或 信号 流量 等 等 。 

对 于 网 络 流 图 G, 每 一 条 边 《i, 让 都 给 定 一 个 非 负 数 fi, 这 一 组 数 满足 下 列 两 条 件 时 
称 为 这 网 络 的 容许 流 , 用 了 表示 它 。 

Ф RLR DA Ре. (1) 

D 除 发 点 2Z 和 收 点 2 以 外 的 所 有 的 点 恒 有 : 

MA- M5 
这 个 等 式 说 明 中 间 点 w 的 流量 守 便 ,输入 与 输出 的 量 相等 。 
图 对 于 源 Z 和 沟 Z 有 : 
У = М = а. 


i 
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KAH o 叫做 这 网 络 流 的 流量 ,而 且 从 Z 点 发 出 的 基 等 于 进 人 收 点 过 的 量 。 
Щ Ў, сИ (а, ww ) 为 侈 和 ,或 了 饱和 ,表示 流 / 对 该 边 已 饱和 .。 所谓 最 大 流 问 
题 是 求 使 得 从 发 点 Z 送 往 收 点 2 的 流量 w 达到 最 大 的 流 /. 
运输 网 络 的 一 个 主要 同 题 是 要 找 出 它 的 一 个 最 太 流 了。 条 件 (1) 是 一 个 不 等 式 .所 以 
这 个 问题 是 一 个 典型 的 线性 规划 问题 现在 我 们 以 图 6-1-1 为 例 ,说 明 为 了 使 得 从 2Z 点 送 
EZ 点 的 流量 w 达到 最 大 的 数学 问题 的 所 法 。 关 于 Z.a,b.c.2,2 点 的 流量 守恒 关系 ,分 
别 得 : 
fz + fa + fy. = w, 
fz + f. = fa + fas 
fa + fa + fa = fa + fa + fs, 
z = fa + Ды, 
fut fa = fa. 
fat fa + fa =u, 
о St 0<f><3, O< fy <S 4, 
0</„<2, 0<7.<3, OS fi S3, 
о< 562, 0o</f.<1, 0<f.<2, 
0<fe<2, OX faS<S a, OX fs < 3.u Zo, 
在 满足 上 面条 件 下 求 w 的 最 大 值 , 即 求 
max ш, 
如 果 把 w 看 作 是 变量 , 则 上 而 的 问题 是 一 个 典型 的 线性 规划 问题 ;不 过 对 这 个 具体 
问题 来 说 ,用 图 论 的 方法 比较 更 为 简洁 有 效 。 


$2 # + 


为 了 解决 求 运输 网 络 的 最 大 流 问 题 ,这 一 节 先 来 讨论 割 切 的 概念 

G 二 (V,E) 是 已 知 的 网 络 流 图 ,假定 $ REV 的 一 个 子 集 , 而 且 S 满足 下 面 两 个 条 件 ， 

(a) ZES, €) 265. 

令 5=VM5, 即 3 为 5 的 补 集 , 这样 把 顶点 V 便 分 成 S 和 3 两 个 部 份 ,其 中 ZE5,2E 
,对 于 一 个 端点 在 5 而 另 一 个 端点 在 3 的 所 有 的 边 的 集合 叫做 是 割 切 ,用 (35,5) 表 示 , 在 
这 集合 (4S,3) 中 ,把 从 $ 到 3 的 边 的 容量 的 和 叫做 这 割 切 的 容量 ,用 CCS, 引 表示 , 即 

CSD = Me; 
p 
从 第 一 节 的 例子 可 见 ,图 6-1-1 中 虚线 表示 一 个 割 切 ,其 中 ， 
S= (Zib.e d), 5 = (la. Z}, 
C(S,S) = ez, + ca + ú + ст — 4 32-4 = 13, 
显然 不 同 的 割 切 有 不 同 的 割 切 容量 

定理 ”对 于 已 知 的 网 络 流 ,从 发 点 2 到 收 点 2 的 流量 zw 的 最 大 值 小 于 或 等 于 任何 一 

个 割 切 的 容量 , 即 
BUE 


max w < min С(5,5) 
证 明 4 点 既 不 是 发 点 Z, 也 不 是 收 点 Z 的 任意 一 点 时 ,人 恒 有 : 


Ул - ЎА =o. a) 

jev 16% 
但 /一 2 时 有 ， 

SIF; = а [e 

从 (1)、《2) 对 iE5 求 和 得 

> = fi = x, 
因为 ， V=SU3, 
所 以 У sl- У -hlt D s-s] 

ES EN ЄЗДЄ [CENTS 

=w 
ГАШ fi= > fa 

ies. M. ies.jes 
这 等 式 成 立 是 因为 两 个 下 标 求 和 都 是 对 S 的 全 体 进行 的 。 即 

E flo 
故 有 ， 

Y Us — f, =. 

etes 

但 0X f, o 
所 以 f — < f <a. 
故 w= Ais fx D е = С.З). 


(5, 习 是 任意 的 ， [T u 不 大 于 任意 一 荐 切 的 流量 。 所 以 流量 忆 小 于 或 
等 于 割 切 的 流量 的 最 小 值 。 
故 有 ， mex w&min C(S,S), 


$3 Ford-Fulkerson 最 大 流 最 小 割 切 定理 


前 面 曾经 指出 ,运输 网 络 中 的 一 个 主要 问题 就 是 寻求 一 网 络 流 /使 得 流量 o 取得 极 
大 值 .这 个 网 络 流 7 便 称 为 最 大 流 。 上 节 证 明了 流量 zw 不 能 超过 害 切 容量 的 最 小 值 , 揭 示 
了 当 流 量 等 于 某 一 割 切 容量 时 ,这 个 流 也 必定 是 最 大 流 。 下 面 的 Ford-Fulkerson 定理 回答 
了 这 样 的 问题 , 即 只 有 和 某 一 割 切 容量 相等 时 才 是 最 大 流量 ,也 就 是 说 和 某 制 切 容量 相等 
是 最 大 流 的 充 要 条 件 . 自然 这 里 所 说 的 网 络 流 都 满足 fc 的 条 件 ,或 说 f 是 容许 流 。 这 
个 定理 是 网 络 流 理论 的 核心 。 关 于 图 的 许多 结果 ,在 适当 选择 网 络 之 后 ,应 用 这 个 定理 往 
往 能 够 容易 地 获得 解决 。 Ford 和 Fulkerson 给 出 的 证 明 是 构造 性 的 ,可 以 从 它 引出 求 网 络 
最 大 流 的 一 个 算法 。 

定理 在 一 个 给 定 的 网 络 流 图 上 , 流 的 极 大 值 等 于 割 切 容量 的 最 小 值 。 

由 于 已 经 证 明了 ; 
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mex w < min C(S,S) 
所 以 只 需 证 明 对 于 某 一 割 切 (3,S) ,仅仅 是 max w<min C(S,3) 是 不 够 的 。 证 明 过 程 实际 
上 是 一 种 进一步 提高 流量 的 算法 ,直至 使 max tum mín CCS,3) 成 立 。 为 此 定义 网 络 流 图 G 
中 1 从 2Z 到 2 的 道路 为 网 络 流 道路 , 即 设 

Z = usb ce = Z 
为 网 络 流 图 G 上 点 的 序列 。 对 于 一 0,1,2，…"a 一 1 FUB (ui) ЕЙ (ui oO ШЖ G 的 一 
条 边 时 , 则 称 Z muss vio 72 是 一 条 从 2 点 到 2 点 的 道路 。 


at 
Vie 
- 
A - — "m —O 


后 退 边 


N 
г 
Ei 
= 
[1 
t 
S 
NE 


Hl 6-3-1 


由 于 图 G 是 有 向 图 ,道路 上 的 边 的 方向 与 道路 方向 一 致 与 否 分 为 两 类 ,如 图 6-3-1 所 
RE Co, v Ж С 的 边 , 则 称 它 为 向 前 边 , 即 边 的 方向 与 道路 方向 一 致 ;反之 , 若 (wi+15v) 
Ж G 的 边 , 则 称 之 为 后 退 边 ,后 退 边 的 方向 与 2 一 2 的 道路 方向 相反 ,也 叫 反 向 边 。 

对 于 向 前 边 G, 让 ,车 广 =cw1 或 后 退 边 Gi, 让 的 流量 方 一 0, 称 之 为 他 和 边 。 

对 于 从 Z 点 到 2 点 的 道路 上 所 有 的 向 前 边 (i, 让 乌有 fy<cw; 对 于 所 有 后 退 边 Ci, 让 
TUR fi>>0, 则 称 这 条 道路 为 可 增 广 道路 。 令 
сат Ап HOS ВЗН: 

f ， 当 (i, 让 为 后 退 边 。 
ô= min(8;;), 

所 谓 可 增 广 道路 也 就 是 它 的 向 前 边 均 未 愧 和 ,向 前 过 流量 可 增加 ,后 退 边 流量 可 减少 ,后 
退 边 流量 实 为 倒流 量 。 即 在 这 条 道路 上 每 条 向 前 的 边 的 流 都 可 以 所 高 一 增 量 5 ,而 相应 地 
后 退 的 边 的 流 减少 3, 从 而 使 得 这 个 网 络 流 的 流 章 获得 增加 。 同时 保证 使 得 每 条 边 的 流量 
不 超过 它 的 容量 ,而 且 保 持 为 正 的 ,也 不 影响 其 它 的 边 的 流量 .总 之 ,可 增 广 道路 的 存在 ， 
便 可 以 使 得 流量 得 到 相应 的 增加 。 

现在 我 们 证 明定 理 : max w 一 min С(8,5), 

设 网 络 流 图 С 的 网 络 流 了 使 得 流量 达到 极 大 。 我 们 定义 一 割 切 (S,5) 如 下 : 

(2 ZES, 

G) EES, H f.,<c,,, M ye 8: 

若 *ES 且 六 >0, W yes. 
显然 , 收 点 2E5=V\5; 否 则 按 子 集 S 的 定义 存在 一 条 从 Z 到 2 的 道路 ， 
Z= x, t = Z, 

在 这 条 道路 上 所 有 的 向 前 边 都 满足 :六 .+ 和 cr 所 有 的 向 后 边 都 满足 Pec 0. ДХ 
条 道路 是 可 增 广 道路 ,这 和 了 是 最 大 流 的 假设 矛盾 。 因 而 ZES; 即 $ 和 3 ТИС. 
$5 


8,— 


6177, 


按照 子 集 3 的 定义 , 若 zGS, yES, 则 太一 co Xi v€S, TES WM /„=0, 
所 以 w= У) [/-A]= У с, = (8.5), 
s 


265.365 FESES 
Bp max w 一 mjn CLS,3)。 证 毕 
从 定理 的 证 明 中 可 以 看 到 ,利用 逐渐 增 大 流 值 的 方法 可 以 达到 寻求 最 大 流 的 目的 ,但 
这 种 方法 实际 做 起 来 是 有 困难 的 。 因 为 没有 解决 如 何 寻 挽 可 增 广 路 的 方法 。 下 一 节 介 绍 
的 标号 法 将 解决 这 个 问题 。 


$4 标号 法 


在 介绍 标号 法 以 前 先 证 明 Minty 定理 。 

Minty 定理 ”对 于 连通 图 G 的 边 任意 着 以 黑 . 绿 , 红 三 种 颜色 ,其 中 特定 的 {2,2) 边 
着 以 黑色 , 则 下 面 两 种 情况 之 一 必然 发 生 。 

(a) 存在 一 条 由 红 , 黑 色 的 边 组 成 的 回路 Ce 一 (Z ,2Z) 是 C 上 一 条 边 ,不 仅 如 此 ,所 有 
的 黑色 边 的 方向 与 回路 C 的 方向 一 致 。 

(b) 存在 一 个 包含 e=(2Z,2) 边 由 黑 .绿色 边 组 成 的 割 集 羔 ,而 且 黑 色 边 的 方向 与 。 边 
的 方向 一 致 。 

证 明 按 下 面 的 规则 对 各 项 点 加 以 标号 。 

边 e 一 (Z,2Z) 的 终点 Z 给 以 标号 。 

对 于 一 端点 已 给 标号 , 另 一 端点 y 未 给 标号 的 边 , 当 (z,y) 为 黑色 时 ,给 y Це, 
当 (z,y) 或 (yz) 边 是 红色 时 ,给 y 以 标号 。 

按 上 面 的 规则 执行 直到 最 后 。 这 样 Z 点 可 能 给 标号 或 不 给 标号 两 种 可 能 ,分 别 讨论 
如 下 

第 一 种 情况 2 得 到 了 标号 。 则 从 Z 出 发 存在 一 条 和 给 标号 过 程 相 一 致 的 回路 

Z, u U et Zi Z 
黑色 边 和 这 回路 的 方向 一 致 。 

第 二 种 情况 是 2 得 不 到 标号 。 令 未 标号 的 点 集 为 刷 , 令 以 瑟 的 点 为 始点 ,终点 不 在 中 
HAREAK OND ARFA 的 点 为 终点 ,始点 不 属于 于 的 边 集合 为 扩 (X). DL X IX 
为 一 端点 的 边 集合 为 K(X)。 由 于 假定 2 未 给 标号 , 故 

ZEX, 
又 根据 假定 2 给 了 标号 , 故 边 < 一 (Z,Z)E 天 -(X)。 根 据 给 标号 的 规则 ,红色 边 不 属于 不 
OO ;黑色 边 不 赂 于 民 ”( 区 )。 这 理由 是 显然 的 。 由 红色 边 只 要 一 端点 给 了 标号 ; 另 一 端点 
也 必然 给 了 标号 ;黑色 边 不 可 能 是 始点 有 标号 ,而 终点 无 标号 。 故 天 (和 ) 包 含有 绿色 的 边 ， 
以 及 始点 在 耻 , 比 点 不 在 下 的 黑色 边 。 即 黑色 边 的 方向 和 (2,2) 方 向 一 致 

后 面 介绍 一 种 找 最 大 流 f 的 方法 。 它 的 基本 思想 是 寻找 一 可 增 广 道路 ,使 网 络 流 的 
流量 得 到 增加 ,直到 最 大 为 止 ,标号 法 分 为 两 个 过 程 ;一 是 标号 过 程 ,通过 标号 过 程 找 到 一 
条 可 增 广 道路 ;一 是 沿 着 可 增 广 道路 增加 网 络 流 流量 的 过 程 。 

4: 标记 过 程 : 
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图 6-1-1 


D 给 发 点 2 以 标记 (十 2,co) 。 
(D 选择 一 个 已 给 标记 的 项 点 rA T z 的 所 有 未 给 标记 的 邻接 点 y, 按 下 列 规则 处 


(a) BUOD E E.y 未 给 标记 ,而 且 六 .>0 Bf. 

令 2=min[ 广 3, 则 > 给 以 标记 (一 rzr,9)。 

GO) EEE, y 未 给 标记 ,而 且 当 < 之 fw 时 ， 

4 6, —min[c,, — f ,,,0,], 0 y Арас). 

(3) 重复 (2) 直 到 收 点 2 被 标记 ,或 不 再 有 顶点 可 以 标记 为 止 。 如若 Z 点 给 了 标记 说 
明 存 在 一 条 可 增 广 道路 , 故 转向 增 广 过 程 8。 如若 2 点 不 能 获得 标记 , 而且 不 存在 其 它 可 
标记 的 顶点 时 ,算法 结束 ,所 得 到 的 流 便 是 最 大 流 。 

B: 增 广 过 程 : 

O): Фш=2, 

(2), 车 4 的 标记 为 (十 2,8) , 则 

faf) 
车 4 的 标记 为 (一 w， 8). Д] 
Р.Р, дз. 

(3) #>=Z, 则 把 全 部 标记 去 掉 , 并 转向 标记 过 程 A. 如若 不 然 , 令 “ 一 * 并 回 到 增 广 
过 程 的 (2) 。 

若 从 Z 到 2 引 一 条 虚拟 的 有 向 边 e 一 (Z,Z), 并 给 2Z 以 标记 .车 遇 到 标号 过 程 第 二 步 
的 状态 (2 时 , 边 (y,T) 着 以 红色 。 若 通 到 状态 (6) 时 , 边 (z,y) 着 以 黑色 。 其 余 的 边 属 于 向 
前 的 饱和 边 , 或 流量 为 0 的 后 退 边 时 ,着 以 绿色 。 根 据 Minty 三 色 引 理 可 知 :或 存在 包含 
(2Z.2Z) 边 ,由 红 , 黑 色 边 组 或 的 回路 :或 存在 包含 (Z,Z) 边 ,由 早 ` 绿 色 边 组 成 的 制 切 。 前 者 
为 存在 可 增 广 道路 ,后 者 有 最 大 流 。 

下 面 我 们 通过 例子 ( 见 图 6-4-2(<)) 说 明 标号 法 如 下 .图 中 各 边 都 标 以 一 对 有 序数 ,第 
一 个 数 是 该 边 容量 ,第 二 个 数 是 该 边 的 流量 。 

从 各 边 的 流量 为 零 开始 ,标记 法 的 全 部 过 程 如 图 6-4-2(5) 所 示 。 

从 上 面 的 标记 过 程 可 知 , 当 一 顶点 4 被 标记 时 ,说 明 从 发 点 Z 到 > 点 的 流 可 以 增加 
全 。 如 车 2 被 标记 表明 从 ?到 2 序 在 一 条 可 增 广 秆 路 ,这 条 道路 上 的 流 的 增 量 由 5 确定。 
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Ф) 


图 64-2 


当 边 的 容量 都 是 正 整 数 时 , 对 每 一 次 增 广 过 程 ,至 少 使 网 络 流 的 流量 增加 一 个 单位 。 
由 于 极 大 流 也 是 正 整 数 , 故 可 在 有 限 步骤 内 使 网 络 流 达 到 极 大 。 类似 的 理由 可 说 明 , 当 各 
边 的 流量 为 有 理 数 时 ,可 在 有 限 步 骤 内 使 网 络 流 达到 最 太 。 
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$5 Edmonds-Karp 修正 算法 ,Dinic 算法 及 其 它 


(1) Edmonds-Karp 修正 算法 
Ford-Fulkerson 算法 理论 上 存在 着 严重 的 弱点 ， 


以 下 面 图 6`5-1 为 例 各 边 上 的 权 是 它们 的 容量 , 若 交 NU: 

EAR Zab2 和 Zba2 作为 增 广 道路 , 当初 始 流量 fo m 
为 零 时 ,无 疑 需 作 2m 次 的 增加 流量 才能 使 之 达到 最 7 2 
大 ,可 见 Ford-Fnlkerson ЖЕ f ht F] Ж Ze BEAR (2 fi ttt m ^ 

于 网 络 的 规模 ( 即 依赖 于 网 络 点 数 和 边 数 ), 还 和 各 边 5 


的 容量 有 关 . 以 图 6-5-1 Ж], Ш 2407 和 Zba2 ЗЕ 
为 增 广 道路 时 ,ab 边 交替 地 用 向 前 边 和 后 退 边 出 现 。 
Ford-Fulkerson 算法 的 复杂 性 分 析 变 得 很 困难 了 。 

Edmonds 和 Karp 对 Ford-Fulkerson 法 作 修 正 ,可 概括 为 一 句 话 :" 先 给 标记 的 先 扫 
描 ," 它 的 意思 是 对 已 给 标记 的 顶点 v 进行 扫描 时 , 先 对 所 有 和 vw 邻接 的 未 给 标记 的 顶点 
给 予 标记 。 具体 的 说 图 6-5-1 的 例子 ,顶点 2 先 标记 ,所 以 应 该 先 扫描 。 因此 如 免 了 Foard- 
Fulkerson 算法 那样 交替 地 出 现 Z2252,26baZ 的 情况 ;也 就 避免 了 ab 边 交替 地 以 向 前 边 ,和 
后 退 边 来 回 播 摆 的 局 面 。 按照 Edmonds-Karp 算法 ,2 首先 标记 ,村 2 扫描 时 先后 对 a 和 
标记 ;进而 对 a 扫描 ,所 以 Edmonds-Karp 的 修正 实质 是 对 项 点 给 标记 过 程 采用 了 * 宽 度 
优先 "策略 。 使 得 流量 增加 总 是 沿 着 一 条 长 度 最 短 的 道路 从 Z 流向 的 。 

假定 fi 是 网 络 的 初始 流 ,通过 Edmonds-Karp 标记 法 依次 得 流 序列 : fofr fei 
fee 

B 7...0 KI 


图 6-5-1 


ele) 一 filed. e IB. 
Co dft) eon 是 后 退 边 。 
e" = minie h= 4f, 
RP cA e ЖИЙ. e 03 e 边 的 流量 ,min (67) 7 说明。 边 是 “瓶颈 ,通过 标记 
法 使 得 流 Гер PEE A F EE Фе XE TORIA Д eC н (е), ШИЖ e, ERU 
RE e 边 是 后 退 边 , 则 令 六 ,Cei) 一 0, 即 使 之 倒流 量 降 为 零 ， 
Shu DARM f, tF h a BJ u 最 短 未 忽 和 了 路径 的 长 度 。 既 然 是 未 饱和 路 径 ,路 径 上 
的 向 前 边 e; URA се C0 ARA e A Se >a 
假定 下 而 是 一 条 由 Z 到 4 流 f, 最 短 的 未 饱和 的 路 径 


ath ш шл „щ=ш 
Zu —— 


Ж e; 是 这 路 径 上 一 条 向 前 边 , 则 有 
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ele) > Абе), 
对 于 f+ 自然 有 
ele) Z fuate. 
# e, 是 后 退 边 则 有 0< (е0 <с(е,), ПН. 
0x f, (e) (е). 
也 就 是 说 从 2 | u, f, 流 未 饱和 这 的 最 短路 径 上 有 可 能 出 现 f+1 流 的 饱和 边 , 故 有 
2 x bu un. 
类 似 的 理由 有 
166.2) S hp Gu, Z), 
下 面 这 个 结论 是 很 重要 的 ， 
引 理 ”利用 Edmonds-Karp 修正 算法 ,e 一 (u,v) 作 为 增 广 路 径 中 的 向 前 边 从 f, 流转 
EJ Р Wo IB fE f, 流 中 作为 增 广 路 径 中 的 后 退 边 转变 为 far h> k, W 
102,2) 24,2 + 2, 
也 就 是 从 Z 12 的 最 短路 径 f, 流 比 f, 流 至 少 要 长 出 2。 hF LOL IO AQ nd (u,Z) 
ACS 
1(Z,2) = LO) 0,2) FA UG) = LG. + 1, 
AG, D = V) + 100,2) + 12 AQ) HLZ) H1S Zau) + LUZ + 2, 
LOZY2AG.Z)2, 
请 注意 这 里 的 LC ,0) ,4(us2) 等 都 是 利用 Edmondn-Karp 算法 所 得 的 最 短 距离 。 
下 面 对 Edmonds-Karp 算法 的 复杂 性 进行 估计 。 
假定 网 络 图 有 ?个 项 点 , 条 边 , 则 从 Z 到 2 的 最 长 路 径 不 超过 4 一 1, 每 条 边 最 多 作 


为 增 广 路 径 上 的 后 退 边 反 复 了 去 Co 一 上) 次 ,所 以 增 广 路 径 数 不 超过 
二 Co ia 


也 就 是 Edmonds-Karp BETA Qn 次 增 广 过 程 达到 最 大 流 。 

(2) Dinic 算法 

Dinic 算法 的 特点 是 将 顶点 按 其 与 Z 点 的 最 短 距 离 分 层 。Edmondw-Karp 算法 的 实质 
也 是 一 种 分 层 。 如 果 说 Ford-Fulkerson 算法 是 采用 了 深度 优先 策略 ,Edmonds-Kern 算法 
则 是 将 宽度 优先 取代 了 深度 优先 。Dinic 算法 则 是 莱 取 这 两 种 方法 ,在 分 层 时 用 的 宽度 优 
先 法 ,而 寻求 增 广 路 径 时 则 采用 深度 优先 策略 。 

Dinic 算法 

(OD 对 所 有 e€ E. fleo, 

(2) L—14Z). i0, R=—VNIZ), 

(3) S--(v|v€ R, 且 存在 一 条 从 二 某 一 顶点 到 "的 木 饱和 边 ;。 

(4) X 3 一 僻 , 则 网 络 流 已 达到 最 大 ,停止 ， 否 则 若 2 所 5 则 转 (5) ,否则 转 (6)。 

(5) iil, L—S.R—RN(L EOD, 

(6) uZ, TØ. 
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(7) 选择 未 饱和 边 。= Cu 2 Н o 在 后 面 一 层 ,将 。 HEART ue utt 则 转 
CO ,否则 转 (8) 。 
(8) 存在 一 条 从 2Z 9LZ ГЕНЕР Е 


A) = [ө — fle), # e 是 向 前 边 ， 
fe foe 是 后 退 边 ， 
Yeer. 
8 = min(8(e)) , 
(9) HA e€ P fE 
кос fe) + 8, 若 。 是 向 前 边 ， 
fle) — 8, F e 是 后 退 边 。 
ao #0) 


Dinie 算法 的 时 间 复 杂 性 为 OCn*m) , 现 通过 例子 说 明 如 下 。 


HB 6-5-2 


边 上 ( ) 里 第 一 个 数 是 边 容量 ,第 2 个 数 是 该 边 的 流 eo). 
第 一 次 应 用 Dinie 算法 得 图 6-5-3: 


a (17.12) b 


流量 为 ]2 十 9 二 21。 
根据 非 饮 和 边 构 成 的 导出 网 络 见 图 6-5-4, 对 图 6-5-4 进行 分 层 得 图 6-5-5， 
再 利用 分 层 法 得 图 6-5-6。 

继续 下 去 得 S— 他。 故 得 最 大 流 见 图 6-5-7。 
(3) 最 后 ,我 们 简单 地 谈 一 谈 最 大 流 最 小 割 切 定理 的 推广 。 
(a) 多 产地 多 销 地 问题 : 
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1 1 1 | 

b с а t 

CORRE (951 z 
I I l I 


4 


图 6-5-5 


a (17,15) b 


45,0) (2.0) 
2 а 


图 6-5-6 图 6-5-7 


ЗЕН I 个 发 点 Z Zar Zim MEA ZiZa 。 如 图 6-5-8 所 示 , 对 
于 这 种 网 络 ,我 们 放 人 两 个 顶点 2 和 Z,Z 作为 新 的 发 点 ,2 作为 新 的 收 点 ,连接 新 的 弧 
(ZZ (ZZ) (Z ZWZ Z), (Z,,2)--- (0. 2 指定 它们 的 容量 均 为 +co, 这 样 
就 把 原来 的 网 络 化 为 一 个 发 点 和 一 个 收 点 的 网 络 ， 在 求 得 最 大 流 后 ,通过 2, 的 物资 均 看 
作 是 由 Z 发 点 -经 由 Z 的 物资 均 由 2, 收留 。 
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0) 顶点 具有 容量 的 网 络 : 

假如 在 一 个 网 络 上 不 仅 弧 具 有 容 霸 而 且 顶 点 也 具有 容量 ,顶点 的 容量 受到 限制 ,而 弧 
上 的 容量 不 受 限制 .对 于 这 种 类 型 的 网 络 不 难 把 它 变 为 我 们 已 经 讨论 过 的 网 络 , 具 体 过 程 
是 :把 每 个 顶点 wi 分 为 两 个 顶点 cet? s p] E o 和 wi 之 间 连 一 条 弧 (v? o ,并 
且 约 定 所 有 可 达 ВОТ АА Е З] а ТН ТЯ О Согоо СО, v ,并 给 弧 
CA? of DUI E са, 0 e CoD 而 将 原 有 各 弧 均 令 其 容量 为 十 co。 这 样 ,就 可 以 把 项 
点 也 具有 容量 的 网 络 上 的 最 大 流 问 题 化 为 我 们 已 经 讨论 过 的 网 络 上 的 问题 了 。 
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$6 开关 网 络 简介 


开关 网 络 是 计算 机 设计 中 的 重要 课题 ,在 其 它 通 讯 系 统 方面 也 有 应 用 .可 以 把 开关 网 
络 看 作 是 一 无 向 的 连通 图 ,图 的 每 一 条 边 都 对 应 有 某 一 布尔 变量 z, 作为 该 边 的 权 。 =. 可 
以 看 作 是 该 边 上 的 接触 开关 , 当 开关 接 通 时 z 取 值 1, 否则 zx; 取 值 0。 这 样 的 开关 网 络 用 
Gy 表示 它 。 
设 a.6 是 开关 网 络 Gy 上 两 个 顶点 ,而 PSE aub 两 点 间 的 道路 ,其 中 h 一 1,2,…,n。 
车 P 当 道路 上 各 边 的 权 的 连 冬 积 为 由 ,并 令 : 
fs = Ye. 
ГЕП 
Ж /为 开关 网 络 С» AFAA а›5 的 开关 函数 。 例 : 图 
6-6-1 ф а,Ь ЯВ T tatr a күлү, Tisa Zaman, 5 7 E 
КЕЛШ Г ЫЛЫЫ T Zst; BUD a b 
a= жулэр, + Z;z Za 十 Kirsze 十 fira; E^ 5N ^ 
+ ZE TaZ, Eg 十 TaZtzSZZ7 
十 ryrezyrsza 十 күтүтүлєгү, 
上 式 中 的 乘积 为 逻辑 乘 , 和 为 逐 辑 和 , 故 服 从 有 运 辑 运 
算 规则 : 
1 十 工 一 1， 工 十 王 一 1， Zr 一 0， 
r+ r= г rj zy= х, 
其 中 布尔 变量 totoz za 可 以 是 独立 的 变量 ,也 可 以 是 有 相同 的 。 比 如 若 ， 
mam, TT ZI 一 JJ г = у, 
X. у zm, — y. m=2, m—Z. 
则 fa4—x3Z--z324 гу7+ту7+ хууу7-+>ўуу2+ хууу7-+-тууу7. 
由 布尔 量 的 运算 规则 ,上 述 开 关 函 数 可 以 简化 为 
Ja = 252 + 252 + xyZ + zyZ. 
如 果 开 关 网 络 Cy 的 所 有 的 边 的 权 都 不 相同 时 , 称 为 是 简单 接触 的 网 络 。 故 简单 接触 
网 络 中 的 开关 都 是 独立 的 , 即 可 以 独立 地 接 通 或 断 开 。 
例如 ; 
图 6-6-2(a) 是 简单 接触 网 络 ,而 (6) 则 不 是 ,(a) 的 开关 函数 /4 为: 
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图 6-6-2 


Ía = тш + yu + rZu + yZw, 
її б) КЕЖЕ 7.9: 
fs =хш + Хш + тут 十 wyw 
= zu + Iw + yw 
—twCGr + Z) + yw 
HA r 和 了 的 开关 是 多 余 的 ,可 以 省 去 。 
对 于 开关 网 络 Cw 一 (7, 五 ,有 矩阵 
F = uai 
其 中 
_ J i=j 
【顶点 六 了 间 的 开关 函数 ， 关 了 
站 了 一 1,2 n, n= V|. 
则 称 和 矩阵 F 为 开关 网 络 的 传输 矩阵 。 
如 果 说 连接 矩阵 A 类 似 于 邻接 矩阵 ,而 传输 矩阵 颇 与 道路 矩阵 相当 。 不 难得 到 关系 


fa 


式 : 
Е = An, 


这 里 4" "是 矩阵 4 的 “一 1 КЖ, ЖЛЕ И Ж. MEERA, ЭЗЕЛИ JOE ЈА ИШ. 
例 ， 

11 олот, 0 

"E zi d 3 0 

ajn x. 1 x 

4 


АФ = 3 
X, Xi 1 mom xz 1 т, mos 
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lrir +222, 


PEE rtrt, aar, 
o 五 十 十 rar TFI 十 1 十 zaza Tux, Ez 
—o[amerszadex, mtata, gatet l erar, HT, 

ERA Xm, zd. lx 
1 Tor y+ rty тү 
_ | 六 十 zars 1 Xidor,r, тул, 
(onam. ritz 1 ES 
хәл, хул, т, 1 
请 注意 < 名 实际 上 是 顶点 i, j 间 " 不 超过 两 步 " 走 到 的 道路 的 开关 函数 。 
1 Ti + TaTa г, + TT rm) 1 = zn 0 
дос т гт, 1 z, E zz; rr lm 1 ту 0 
y тугу 23 + Tir, 1 EA X, оту 1 <. 
тух, хут, X, 1 0 0 zz 1 
1 =, + zz, Ta +H rna, z (z, + гулу) 
_ 2, + zz, 1 z, 十 zz, Tl, conim) 
| mm Za дул, 1 EA 
z (z, + aym i) x(G, дул) т, 1 


3 m 


L 用 标号 法 求 下 图 运输 网 络 的 最 大 流 。 其 中 无 方向 的 边 是 双向 的 。 


ы 


Ba ш = 


图 习题 1 
Brora 是 三 家 工厂 ,ys 和 ,ys 是 三 个 仓库 。 


络 如 图 所 示 。 设 onions 的 生产 能 力 分 别 为 40,20,10 个 


图 习题 2 
[ 厂 生产 的 产品 要 运往 仓库 ,其 运输 网 


单位 。 问 应 如 何 安排 生产 ? 


.七 种 设备 要 用 五 架 飞 机 运往 目的 地 ,每 种 设备 各 有 4 台 ,这 五 架 飞 机 容量 分 别 是 8.8、 
5.4.4 台 , 问 能 否 有 一 种 装 法 使 同一 种 类 型 设备 不 会 有 两 台 在 同一 架 飞 机 上 ? 


. 上 题 中 若 飞 机 的 容量 分 别 是 7.7.6.4.4 台 , 求 间 题 的 解 。 

. 用 Edmonds-Karp 修正 算法 求 问题 1 的 解 。 

用 Dinic 算法 求 问 题 1 的 解 。 

写 出 开关 函数 f===,+ r> 的 真 值 表 , 并 利用 它 设计 一 天 


f 关 电路 ,使 得 楼 上 楼 下 都 能 
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++ Eis Lm 
8. 求 下 图 网 络 的 最 大 流 , 边 上 的 数 是 边 容量 。 


图 习题 8 
9. 试用 Еатопаѕ-Кагр 和 Dinic 算法 求 问 题 8 的 解 。 
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第 七 章 ” 匹 配 理论 . 色 数 问题 及 其 它 


本 章 讨论 匹配 , 色 数 等 一 些 运 筹 学 中 的 问题 。 
“匹配 "是 图 论 中 的 一 个 重要 内 容 , 它 在 所 谓 “ 人 员 分 配 问 题 " 和 “最 优 分 配 问 题 " 中 有 
重要 应 用 。 


$1 最 大 匹配 


我 们 首先 来 看 实际 中 常 碰见 的 一 个 问题 :给 个 工作 人 员 安 排 m WEAR n 个 人 用 XX 
(rira a r 表示, 而 m EAS FEY Су, уз, уз, ээ) 表示。 并 不 是 所 有 的 工作 人 员 
都 能 从 事 任何 一 项 工作 , 比如 zi 能 做 yu y: 工作 ,而 z: 可 以 做 yy 工作 等 等 , 同 应 如 何 
安排 工作 才能 做 到 最 大 限度 地 使 任务 有 人 去 做 ,使 得 更 多 的 人 有 工作 做 。 

如 图 7-1 -1，,zriyrayzrayziyzs RT Arr yere 
э 为 五 项 任务 。z 能 做 ,yz 两 项 工作 , 则 联 zy ens “ ” 

如 图 ?7-1-1 所 示 ,zs 能 做 уз, уз 两 项 工作 ,za 能 做 у, ys 

两 项 工作 ,z, 只 能 做 » 一 项 工作 ,zs 可 从 事 уусуз = 

项 工作 .如 何 安排 工作 尽 可 能 使 每 个 人 能 从 事 一 项 工作 ， РА » 
每 项 工作 也 由 一 人 作 。 

所 谓 匹 配 问 题 就 是 要 从 图 G 中 找 一 边 的 子 集 ,使 得 ^ ^ 
每 一 个 顶点 最 多 只 能 与 一 条 边 相 关联 。 

下 面 我 们 首先 介绍 几 个 基本 概念 ， 

《1) 二 分 图 ( 偶 图 ); 图 71-1 

若 图 G=(V,E) 的 顶点 集合 V 可 以 分 成 两 个 满足 下 
BRATE Х.У, 

DXUY=V, xnv-g. 

D JCABHUBBERCS III F Ek: 


x » 


则 称 图 安 是 二 分 图 (或 侦 图 ) 。 
(2) 匹配 
dt M 是 有 (G) 的 一 个 子 集 , 如 果 M 中 任意 两 条 边 在 CG 中 均 不 邻接 , 则 称 M ЕС 的 一 
个 匹配 。M 中 的 一 条 边 的 两 个 端点 叫做 在 M 是 配对 的 。 
(з) 饱和 与 非 饱和 : 
车 匹配 MM 的 某 条 边 与 顶点 关联 , 则 称 M 饱和 顶点 w, 并 且 称 ” 是 对 一 愧 和 的 ,否则 
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жо М Жі. 

(4) 交互 道 : 

EM 是 二 分 图 G=(Y,E) 的 一 个 匹配 。 设 从 图 G 中 的 一 个 顶点 到 另 一 个 顶点 存在 一 
条 道路 ,这 条 道路 是 由 属于 M 的 边 和 不 属于 M 的 边 交替 出 现 组 成 的 , 则 称 这 条 道路 为 交 
互 道 。 

如 图 7-1-2 中 z yurayamaysz ay, 便 是 一 条 从 = 到 y. 的 交互 道 。 图 中 用 实 线 表 示 属 于 
匹配 M 的 边 。 虚 线 则 不 是 。 


m 7-1-2 图 7-1-3 


《5) 可 增 广 道路 ， 

若 一 交互 道 的 两 端点 为 关于 M 非 侈 和 顶点 时 , 则 称 这 条 交互 道 是 可 增 广 道路 显然， 
一 条 边 的 两 端点 非 伯 和 , 则 这 条 边 也 是 可 增 广 道路 。 

例如 图 7-1-3 中 zayiriyartyszsys 也 是 一 条 交互 道 ,但 其 两 端点 z2,ys 都 是 非 侈 和 的 ， 
故 是 一 条 可 增 广 道 路 ;当然 rsye 也 是 一 条 可 增 广 道 路 。 

其 中 由 于 可 增 广 道路 的 两 端点 是 非 信 和 顶点 , 非 M 的 边 和 M 的 边 交互 出 现 . 故 可 增 
广 道路 的 边 数 必 为 奇数 , 非 M 的 边 比 M 的 边 
多 一 条 。 对 于 可 增 广 道路 只 要 改变 一 下 匹配 关 
系 , 即 只 要 把 这 道路 上 非 M 的 边 改 为 属于 M 
的 边 ,而 属于 M 的 边 改 为 非 M 的 边 ,这 样 可 以 =< » 
使 得 匹配 的 边 孝 增 加 一 条 。 如 图 7-1-3 中 的 可 `> 
增 广 道路 ,可 按 上 述 的 办 法 提高 匹配 的 边 数 如 À 
图 7-1-4 FOR, 结果 使 得 匹配 的 边 从 3 增 到 5. 

(6) 最 大 匹配 : 

MRM 是 一 匹配 ,而 不 存在 其 它 匹 配 M., 
HEIMIS 1M | WRM 是 最 大 匹配 。 其 中 
Ім | 表示 匹配 M 的 边 数 。 

C) МЖЖ: 

4, 日 是 两 个 集合 ,定义 ; 
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图 7-1-1 


AG Ba (AU BNA П В), 
如 图 7-1-5 所 示 , 影 线 部 分 是 4 站 五 ,无 影 线 部 分 
ж АФ. 运算 规则 ;0 由 0= 11 —0, 190—001 
=1, 
定理 M 为 最 大 匹配 的 充 要 条 件 是 不 存在 


Г 


可 增 广 道路 。 
证 明 必要 性 ; 设 M 是 最 大 匹配 ,证 不 存在 

可 增 广 道路 。 АФВ 
用 反 证 法 。 设 M 是 最 大 匹配 ,并 且 存 在 一 条 Hb 7-1-5 


可 增 广 道路 (这 条 道路 的 边 数 为 奇数 )P: 

Ыыы +1 а 
其 中 zoti ys о йй, е sa oni EAE UE BOB XL ЇЇ oio шуй, titus cite OE UE ПШ. 2 
ЕСРИ P 的 边 的 集合 : 


E(P) = (Gv) Gi m) m Оон а) } a 
则 令 
M= M OEP) = (M U EPNM N EO) 
= (M U (Ct) Cnm n (бы, a DON (ш v) Gs D enr Cea). 


集合 M, 本 身 也 是 一 种 匹配 ,而 [M1|= IM L1 LM L5 M 是 最 大 匹配 的 假定 矛盾 ， 必 
要 性 证 毕 。 

充分 性 : 即 若 不 存在 关于 М 的 可 增 广 道路 。 则 М 是 最 大 匹配 。 

仍 用 反 证 法 。 如果 不 是 最 大 匹配 , 则 一 定 存在 一 匹配 M. |M, |> MI, # 
M,—M(OM. 

(1) M, 中 的 各 连通 部 分 必定 是 关于 M MM 的 交互 道 。 因 为 M, жЩ M MM 中 非 
共同 部 份 组 成 的 ,而 M 和 М, 都 是 匹配 ,各 自 边 之 同 没有 共同 的 顶点 ,所 以 任何 连通 的 道 
路 都 必然 是 交 蔡 出 现 M 和 М 的 边 。 

《2) BT [ML IM ,所 以 在 所 有 的 交互 道中 , 必 有 这 样 一 条 交互 道 , 属 于 M. 的 边 
多 于 属于 M 的 边 ,这 条 道路 必然 是 以 M, 的 边 开始 , 且 以 M. 的 边 结束 的 交互 道 , 即 为 关 
TM 的 可 增 广 道路 。 与 M 是 最 大 匹配 的 假设 矛盾 。 充 分 性 得 到 证 明 。 

实际 上 这 定理 的 证 明 过 程 本 身 , 已 为 我 们 提供 一 条 找 最 大 匹配 的 方法 : 先 给 任 一 匹 
配 ,从 中 找 出 一 条 可 增 广 道 路 ,然后 修改 匹配 ,这 样 反 复 进行 直到 不 存在 可 增 广 道路 为 止 。 


$2 Hal 定 理 


Ж m P Kon WER BEARES ЭВ НЕ, EDARRA TIE? em 时 , 管 
案 显然 是 否定 的 ,即使 x 之 m 也 不 一 定 。 但 经 验 告 诉 我 们 , 当 m 个 人 适应 工作 的 能 力 越 强 
时 , 越 容易 做 到 这 一 点 。Hall 定理 则 定量 地 回答 了 这 个 问题 : 
定理 ”对 于 二 分 图 G, 存 在 一 匹配 M ,使 得 的 所 有 顶点 关于 M 饱和 的 充 要 条 件 
是 ;对 于 的 任 一 子 集 4, 和 乞 分 接 的 点 集 为 (4), 恒 有 : 
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IAD] z |А|. 
证 明 
必要 性 :车 存在 一 个 匹配 M, 使 得 多 关于 MM WMA SA HERE LE BR 
( 即 不 论 多 少 人 ,他 们 能 做 的 工作 数目 不 少 于 人 数 , 这 样 定 能 做 到 每 个 人 至 少 有 一 项 彼此 
不 同 的 工作 ) 。 
充分 性 ;车 对 于 任何 ACC EA: 
1ГСА) | 2 |Al. 
则 可 以 按 下 列 方 法 作出 匹配 MM, 使 得 六 关于 M 饱和 。 先 作 任意 一 初始 匹配 , 若 已 使 区 多 
和 , 则 定理 已 证 。 如 若 不 然 , 则 X 中 至 少 有 一 点 ze 非 饱 和 , 则 从 zo 出 发 ,检查 从 zo 出 发 ， 
MATEY 的 交互 道 。 可 能 有 下 列 两 种 情况 发 生 ， 
COD 没有 任何 一 条 交互 道 可 以 到 达 Y WARMA. 这 时 由 于 从 zo 点 开始 的 一 切 交 互 
遂 终 点 还 是 在 怀 , 故 存在 处 的 子 集 4 有 : 
IKA] < 141。 
这 与 假设 相 矛 盾 ,所 以 这 种 情形 是 不 可 能 的 。 
C2) 存在 一 条 从 ze 出 发 的 交互 道 ,终点 为 了 的 非 饱 和 点 , 则 这 条 道路 使 是 可 增 广 道 
路 ,因而 可 以 改变 一 下 匹配 使 zs 点 愧 和 。 
重复 以 上 的 过 程 ,就 可 以 找 出 匹配 M ,使 丈 全 部 饱和 和。 定理 的 充分 性 得 到 证 明 。 
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匈牙利 算法 是 求 二 分 图 最 大 匹配 的 一 种 算法 , 它 的 根据 就 是 Hall 定理 中 充分 性 证 明 
中 的 思想 , 现 将 算法 叙述 如 下 ， 
а) 任 给 初始 匹配 。 
《2) 车 已 饱和 则 结束 ,否则 转 (3)。 
《3) EX PREMA zo, fE 
Voecinbh Veð 
(4) 车 (Vi) 一 Vs 则 因 无 法 匹配 而 停止 ;否则 任 选 一 点 yETCGZDAY:。 
(5) 车 y 已 饱和 转 (6) ,否则 作 
[ 求 一 条 从 zm y 的 可 增 广 道路 P， M-MOEP), 转 (2),】。 
(6) 由 于 yy 已 饱和 , 故 M 中 有 一 条 边 (y,z) 作 
LVV U (z), VeV U yh EAN 
现 将 算法 的 流程 图 表示 见 图 7-3-1。 
例 求 图 7-3-2 的 匹配 M ,使 X 饱和 。 
第 一 步 :给 初始 匹配 M — {2y Tys Tsy). WME 7-3-3 所 示 , 属 于 匹配 M 的 边 用 实 
线 ,其 余 用 虚线 。 
第 二 步 :显然 大 尚未 饱和 , 找 出 其 中 一 未 饱和 点 т, Дол: 出 发 经 过 下 列 过 程 ， 
Vu: (za) "(raz s| om neni 
Vi: fx {ys yi ув (уан ys ata 
。192 。 


ЖЛЕ. € M 
Б) 
У.У (yl 


A 7-3-1 
x ^ 
^ ЕД 
xa РД 
x уч 
x= x 
8 7-3-2 m" 


从 而 找到 yz 为 非 饱 和 点 和 可 增 广 道 路 (图 7-3-3 中 箭头 所 示 ) : 
P = т›уутууутуу;„ 

作 M--MOECO SERIE Bd 7-3-4 所 示 。 

第 三 步 :X Ж.т, 为 非 饱 和 点 ,从 工 , 点 出 发 经 过 下 列 过 程 : 

EA 

Vii Ø (y) (yaa yzl {ys уз, ys |= [yao ya ys ya), 
让 而 得 到 非 饱 和 点 y ,以 及 从 z 到 у, 的 一 条 可 增 广 道路 ; 

Р = zyarayaZ436Zsyis 


作 :M 一 M@ECP) 得 新 的 匹配 M' ,如 图 7-3-5 所 示 。 


* 193. 


图 7-3-4 
PUPA 已 全 部 饱和 , 故 结 束 。 


$4 最 佳 匹配 
首先 我 们 给 出 圭 论 最 佳 匹配 问题 用 到 的 Konig 定理 。 
BER: 
A = (ani 


ЮЖ a FUCO 或 1 两 个 值 。 

对 矩阵 4 可 以 适当 地 选择 若干 行 和 列 , 使 得 这 些 行 和 列 复 盖 了 矩阵 4 的 所 有 元 素 1。 
办 法 也 不 是 唯一 的 。 其 中 有 一 行列 教 ( 指 行 煞 列 数 的 和 ?最 少 的 设 为 办 ,显然 有 ， 

m < mini D, 

另 一 方面 ,从 矩阵 4 中 可 以 找到 一 些 元 素 1, 使 得 两 两 不 在 同一 行 ,也 不 在 同一 列 , 取 
法 也 很 不 一 样 ,其 中 元 素 1 的 数目 的 最 大 者 设 为 M, 换 句 话 说 ,从 矩阵 A 中 最 多 可 以 选取 
M TUR 1X M 个 元 素 1 分 布 在 矩阵 4 中 ,使 得 每 行 每 列 最 多 只 有 其 中 的 一 个 ,此 外 的 
元 素 1 必 和 这 M 个 元 索 同行 或 同 列 。 也 就 是 说 任意 M 十 1 个 1 必 有 同行 或 同 列 的 。 

Konig EIE XİT ERMER A MA: 

m = M. 

ШМ EUR mM. Кут ERANT m tt T Br Bu 1, 也 必然 复 盖 住 这 M 
TUR k R ЖЕ MM 之 m, 定 理 便 得 到 证 明 。 

设 这 兽 个 行 . 列 中 有 > 行列 , 即 

m= r+ c, 
不 妨 假 设 这 7 TAA irii $T e 列 分 别 为 第 访 ,Pa，… j Ple 
对 应 于 其 中 第 ; 行 有 下 标的 集合 : 
sA Ula; = 1, E jams 

于 是 有 ss JA sos enis PERLA CAAA S FIO 638 3k ADT 
k, TIU А {ТИГИЛЕР А HAARR Ы mr bc 是 最 少 行列 数 的 假设 相 矛 盾 。 

根据 Hall 定理 ,从 这 + 行 中 可 选取 7 个 1 元 案 , 使 得 这 7 个 1 分 别 在 不 同 的 > 列 上 ,也 
就 是 利用 匈牙利 算法 ,使 得 这 行 与 > 列 相 匹 配 。 当 然 这 ”个 1 元素 也 不 在 第 jj L 
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ЗИ pi. 3e [BIB TAR je j, 列 中 选 出 < 个 1 元 素 ,分 别 在 不 同 的 < {Т 
上 ,应 特别 指出 的 是 这 < TUR 1 RAFE ioi i 行 中 的 任何 一 行 。 故 得 r 十 < 个 1 两 
两 不 在 同一 行 或 同一 列 上 。 故 M2m, ПЕЧ. 

前 面 我 们 讨论 了 m + Ka 项 工作 的 任务 安排 问题 ,并 未 考虑 成 本 和 利润 之 闫 的 问 
题 .因为 并 非 任何 人 做 什么 工作 成 效 都 是 一 样 ,所 以 实际 安排 中 考虑 成 本 和 利润 是 很 自然 
的 。 如 果 设 第 ! 个 人 从 事 第 j 项 工作 所 得 的 利润 为 ci, 于 是 有 利润 矩阵 ， 

C= (ды 
HP eu. 

ЖШ е т=л. З EUR ILIO HET EF 12s KARRI- Gija 
j), ШИНЕ ОАА ОЖ РН! 个 人 从 事 第 广 项 任务 ,i 一 112,…,n。 所 谓 最 佳 匹配 , 即 
Roo E MERI G anni) ,使 得 

"DERI 
取 最 大 值 。 类 仆 的 定义 , 若 和 矩阵 5 REO BE WREIDE „р ЛЫЙ. 

AERE n AURE L0 sy, AAMER Г) СО ГОУ ВАЛЕ. EZER 
件 : 

UE) IOD 2 hj miden. 
显然 满足 这 条 件 的 标号 ! 也 不 是 唯一 的 ,是 一 个 集合 ， 于 是 有 ， 

定理 CT (co) 的 元 素 cy 为 正 数 ,排列 (7, 户 … j 
取 最 大 值 , 则 存在 标号 (то Ж ГУ), =... n ,使 得 

max Y'en, = min [Са + 191; 


QE 


而 且 满 足 ， 
Hi) c I = є. 
证 明 令 
т = min 06) +1001, 
= 
M= max De . 
D = С 
取 初 始 标号 ， 
124) = тах(с), 
Кур = 0, j= 1,2,5, 
则 
HG) + 1(y;) Z су. 
所 以 


° 195* 


Dr) + 10) = У) 1621 
= =“ 


2. 
= 


这 个 式 子 说 明 对 于 满足 条 件 : 
102) + G0 2 с, 


的 任何 标号 4, 则 和 DUG - Lj) 不 小 于 任何 方案 所 得 的 利润 Xien ,当然 也 不 小 于 
BAHN. 所 以 


m> M. 
作 和 矩阵 

B= Gus 
其 中 b; = (G0 9-101 — e. 


j= been 
ЖЖ B 矩阵 存在 一 组 个 零 元 素 ,其 中 没有 两 个 零 元 素 在 同一 行 或 同一 列 中 出 现 , 则 按 这 
олж ЕС, т, 
DU + у] = 2%. 

即 m= M. 
由 此 便 可 得 到 问题 的 解 。 

如 若 不 然 ,8 中 只 能 找到 《个 0 元 素 , 使 得 其 中 任意 两 个 零 元 素 不 在 同一 行 或 同一 列 
上 ,根据 Konig 定理 ,一 定 可 以 找到 总 数 为 上 的 行 和 列 , 使 得 所 有 的 零 元 素 都 在 这 总 数 为 上 
的 行 和 列 上 。 假 设 这 个 行 和 列 分 别 是 : 

(1) Жанн Т. 

(2) 第 疡 ,7 jP], бе). 
9 1 作 如 下 的 修改 ， 

Ca) mi 点 的 标号 不 动 ,其 它 a 一 "个 属于 大 的 点 标号 减 1 作为 该 点 的 新 标 
号 ; 

(Ó) У,у, Yi 点 的 标 导 加 1 作为 该 点 的 标号 ,此 外 的 a 一 c 个 属于 Y 的 点 的 标号 
不 变 。 

REKS (20,20,70), Р syst. 


如 过 以 上 的 修改 后 得 一 新 的 标号 /* 。 
EI 
X, = (zi. xs emend 
Y. = (урууда 
则 有 ， 
D 3X z€ X,, y,€ Y, FUR 
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{б (zu) + 1° Gy) = 1(z;) D + V су 
(2) M z&X, y AY 时 有 : 
Гад HU уд = KG) EOD 32 y. 
《因为 这 时 DHO cy) e 
(3) 34 z,€ X, fH y, &Y, N (gÚ z, & X, fB y, € Y, 时) 有 : 
1' (z) + Up = G0 + UG 2 су. 
РРЛ ЕЧ ВТВ UR. 


У (тз + 7 Cy)] 
а 


HUD d IG01— асое 


i=l 


=P [GO 105901 m — r — 


显然 对 于 新 标号 ,关系 式 GO U Су) c ЁЛУ. 


由 于 roe, 
& n—(r+c)2>0, 
即 DE C) + 1" у] 


m 


ш DU ООРТ песа С 的 元 家 是 整数 时 ,只 要 经 过 有 限 次 地 利 


用 上 述 步 了 又, 便 可 达到 > UG) G0 的 最 小 值 ,从 而 给 出 最 佳 匹 配 。 证 毕 。 


事实 上 上 面 的 证 明 是 构造 性 的 , 即 证 明 的 过 程 也 就 是 构造 算法 的 过 程 。 
上 述 步骤 可 以 推广 到 矩阵 C 的 元 索 为 有 理 数 的 场合 。 
现 举 一 例 说明 标 号 ! 的 修改 过 程 。 设 矩阵 


3 8 5 4 1а 
2202 25 
€— 2 4 4 1 oja 
0 1 1 0 о|=, 
1 2 1 3 3)z 


ж Уг Уз A Xs 
是 利润 矩阵 ,z 为 原料 ,yj 为 产品 ,ij 一 1,2,3,4,5。cy 为 用 工作 x; 产品 的 原料 所 得 的 利 
淘 , 求 一 最 佳 匹配 使 所 得 利润 最 大 。 
а) 给 初始 标号 如 下 : 
Hy) = 0) = IO) = Ку) = (бу) = 0, 
IG) = 5, I(z,) = 2, Kra) = 4, 10 = 1, (т) = 3, 
作 矩 阵 B= (&)sxs 使 得 : 
b; = Ur) + ICy;) — Cija 
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01) 
(D 从 上 可 见 矩 阵 下 的 所 有 零 元 素 可 以 被 第 2.5 行 和 第 2.3 列 所 覆盖 (如 第 头 所 示 
的 虚线 ), 故 对 标号 ! 修改 如 下 : 
Kz)—-5—1—4,Kx)—4—1—3,Hx)—1—1-0 
lly) =0+1=1, 10) =0+1=1, 


对 应 于 新 的 标号 二 的 矩阵 B 如 下 : 
4 (Тено 3 
2 0 
B=3 3 
0 E 
3 (22 gene 
0 1 1 0 ° 


现在 已 不 能 用 少 于 数目 5 іт HEERE B 的 所 
ATR. 

(3) fk B SE E ЗУ # Br fE É 47. PER 7-4-1 所 图 741 
示 的 二 分 图 。 比 如 第 一 行 有 三 个 零 元 素 分 别 在 第 2.3.4 
列 上 , 则 取 ys ,ravztyt 其 余 类 推 。 利 用 匈牙利 算法 找到 匹配 如 图 7-4-1 中 的 实 线 所 
т. 


£u Ten Ten tentes =4 十 2 十 4 十 1 十 3 二 14 
为 最 高 利润 。 


$5 最 佳 匹配 的 算法 及 例 


上 上 节 的 定理 给 我 们 提供 了 求 最 佳 匹配 的 算法 , 它 的 基本 思想 是 按 一 定 的 办 法 修改 标 
号 六 使 得 和 : 


PU) 465] 


不 断 下 降 , 直 到 给 出 问题 的 解 为 止 。 标 号 /的 唯一 要 求 是 : 
IG) T IG) 六 j= 1,2,5, 
有 时 候 最 佳 匹配 则 要 求 找到 排列 (jijs…j,) 使 得 : 
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w= 3s 
= 


取 极 小 值 ,讨论 的 办 法 类 伏 , 这 里 不 重复 , 留 给 读者 思考 。 现 给 出 另 一 算法 如 下 。 
7-5-1 是 算法 的 流程 图 。 从 中 可 以 看 出 与 匈牙利 算法 颇 有 相似 之 处 。 


яшн #. 


HG) marley) 


100 =0 
TIRE 


Ei (а,-удИ Сад EGO =] 
НЕТИЖЕ, 的 最 大 匹配 М 


M 是 最 佳 匹配 Ans 
有 一 增 广 道路 上 
eu M-«MGOE(G) 


RAMMA r € X 
Vietn).Vecó 


Ф aAminG) IG) 764 


FE ys€ M 
RP LEV YEP CV V, 


VEVU ix) 
VecviUtyl 


图 修改 标号 : 
i(w)—a, v€V, 
Е v€V, 
4G) KE 
QR E, y € P, (V ON, 


非 
图 7-5-1 
а) 给 初始 标号 : 
102) max {су} LG 0i = 1:2 ns 
(D Ж Eua {ау G0 105) me ERIS ЕВ E 的 最 大 匹配 М, 
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G) 若 和 侈 和 则 结束 ,否则 在 和 中 任 找 一 非 攀 和 点 ra Vom Vie E. 
《4) 车 在 标号 ! 下 集合 E, 中 与 V. 的 点 邻接 的 点 集 有 (YU 一 Vi, 则 转 (5) ,否则 从 P 
(CONV 中 任 找 一 点 y, 转 (6)。 
(C 计算 
(a) а= тіп (IG) Hy —су} zi € Vay EPV OW 
(6) іа LEO F edir 
iQ) — a. v € V, 
ко-{дә te, v € V, 
1а, ЖЕ. 
с) R En ТЕ ГСУ УУ, 中 任 找 一 点 y。 
(6) Жу 侈 和 转 (7), 否 出 作 
[ 从 z 21 y 找 一 条 可 增 广 道路 P, fE M—MOEUD SECO] 
C) ут, EIE TEC 22€ M, 
HLV eV U (z), V,—V,U G1, FEL] 


Bj. 已 知 利润 矩阵 
5 


G G ж = 
oO m = са 
wow m o6 
= о о ж m 
л о о жо 


求 最 佳 匹配 。 
о) 给 初始 标号 : 


lI)=max c,;—max(5,7,7,6,3) —7. 
i 


IG) = max c;;j=max(4,4,0,4.4)=4, 
1024) тах су=тах(4,6,6,3,0)=6, 
1020) —max c, max (0,3.3,0.0)—3. 
1G) тах £57 max(3,4,3,5.5)—5, 
HK m у) у) 00 
《2) 在 标号 ! 下 得 

E, = (Ziya жуу, луу; 121a 1 ТУ; ЕЛДЕ ТЕДЕН 


FERA E 与 上 节 中 的 矩阵 旦 存在 关系 ,这 时 


[0014 
00400 
в=| 0 0 3 6 
3 003 3|, 
212200 
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而 buz sb sòni абоз уй обо rba baba, ba,sbsobssi6 if uen Ж. 
(3) 用 匈牙利 法 求 图 7-5-3 的 最 大 匹配 ,匹配 的 边 用 实 线 给 出 。 


Hx) n 
(т) xi » (0 
~ 
‹4) ж, 三 一 人 — Sy 0 
= 
xs — 
M 47. 
(0 AMORE (0 
MT 


(4) z, RAM Vi Cn Va 
DO XV, уз € LOOUNS Goz € M. 
所 以 Vim {ronib V= (5а), 
TVOR Va у ЄР, У, Gn z 0€ M. 
所 以 VS {ләтә ту}, V= (уз). 
T'(V,)=V,, 
(S) ГСУ ON; = Gu oeste 
а= ne UG TIG cat 
sje PUN, 
= min UG) HG) 7e 71. 
pm 
(6) 重新 标号 ， 
lm)=7—1=6, IG) =6—1=5, I(z)=1—1=0, 
Ey) =0+1=1, 1(y)=0+1=1。 

C 在 新 的 标号 /下 ,所 增加 了 一 条 边 ziyt* 减 少 一 条 边 rayz, 如 图 7-5-4 т. 

(D 在 新 的 标号 7 F.frfr y € P (V NV a у, BARM Vi (zaza za z Va ly 
угу), ШР ГУ) 3 V FE y € PON (ili B. ys 非 他 和 , 故 存在 一 条 可 增 广 道路 
Р; 

Р = zuyszayamuycTsYyso 
ЕМ MGDE(P 488 7-5-5. 

(9) ХЕЙ, riyu тоу» ауз, Жуз, rs35 是 最 佳 号 配 。 

w = Cua T €n Ten + ca Tes 二 6 十 4 十 6 十 3 十 5 = 24, 
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$6 色 数 问题 


前 面 我 们 曾经 提 到 过 图 的 着 色 问题 ,不 过 只 是 就 平面 图 讨论 了 四 色 , 五 色 问题 。 下 面 
将 研究 一 般 的 着 色 同 题 ,分 为 图 的 顶点 着 色 和 边 着 色 两 类 .已 知 图 G 一 (V,E) ,其 中 V1 一 
п, |E |==, f G 的 所 有 顶点 进行 着 色 时 ,要 求 相 邻 的 两 顶点 的 颜色 不 一 样 , 问 最 少 要 
几 种 颜色 ? 这 就 是 所 谓 的 顶点 着 色 问题 。 若 对 图 G 的 所 有 的 边 进行 着 色 , 要 求 与 同一 顶点 
相关 联 的 边 有 不 同 的 颜色 , 问 最 少 要 多 少 种 颜色 ? 这 就 是 所 谓 的 边 的 着 色 问题 . 这 些 问题 
的 提出 是 有 其 实际 背景 的 。 

OD 课程 考试 安排 问题 : 设 某 一 学 校 有 n 种 课程 由 学 生 选 修 , 学 期 终了 要 进行 考试 ， 
当然 每 个 学 生 每 场 只 能 参加 一 门 课程 的 考试 。 试 问 这 次 考试 最 少 要 进行 几 场 ? 显然 同一 
个 学 生 修 的 两 门 课 的 考试 不 可 以 在 同一 时 间 进 行 。 当 然 没 有 相同 的 学 生 的 不 同 课程 是 可 
以 在 同一 时 间 进 行 考试 了 。 

在 平面 上 取 “ 个 项 点 ,tw，,… o, 分 别 表 示 这 门 课程 , 若 有 同学 同时 选 了 课程 1 和 
课程 j, 则 过 ww,w; 点 连 一 条 边 ,结果 得 一 有 = 个 顶点 的 图 C。 考 试 的 安排 问题 相当 于 图 CG 
的 顶点 着 色 问题 。 着 同一 颜色 的 顶点 对 应 的 课程 可 同时 进行 考试 。 使 图 G 的 相 邻 顶点 有 
不 同 颜 色 的 最 少 颜 色 数 目 , 便 是 进行 考试 的 最 少 场 数 。 

(2) 物资 储存 问题 : 设 有 4 种 物资 要 存放 在 仓库 里 ,但 有 的 物资 不 能 放 在 同一 房间 
里 ,否则 将 引起 损坏 ,甚至 发 生 危 险 。 间 存放 这 种 物资 最 少 要 几 个 房间 ? 

和 间 题 (1} 相 类 似 ,在 平面 上 取 个 项 点 veto, 分 别 表示 地 种 物资 。 设 wm 为 
不 能 放 在 一 起 的 两 种 物资 , 则 过 о v 点 连 一 条 边 ,得 一 “个 顶点 的 图 C, 于 是 问题 又 变 为 
图 G 的 顶点 着 色 同 题 。 

(з) 时 间 表 问题 : 设 rra Ta m ST fE K P yu yaa tay, 为 n 种 设备 。 设 工作 
AB z, 对 设备 yj 提出 要 求 ,使 用 时 间 假 定 均 以 单位 时 间 计 算 。 自 然 每 一 个 工作 人 员 在 同 
一 个 时 间 只 能 使 用 一 种 设备 , 某 一 种 设备 在 同一 对 间 里 只 能 为 一 个 工作 人 员 所 使 用 。 问 应 
如 何 合理 安排 ,使 得 在 尽 可 能 短 时 间 里 满足 工作 人 员 的 要 求 ? 
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和 前 面 讲 的 匹配 问题 类 似 , 问 题 转 为 讨论 关于 XS nnn Y= (yuya sa 
3} 的 二 分 图 G。 ТЕЛА =, 要 求 使 用 设备 多 每 单位 时 间 对 应 一 条 从 工 到 у, 的 边 ,这 样 
所 得 的 二 分 图 G Pl z, y; 的 边 可 能 不 只 一 条 。 问题 变 为 对 所 得 的 二 分 图 G 的 边 着 色 问 题 
有 相同 颜色 的 边 可 以 安排 在 同一 时 间 里 。 

前 面 提出 了 点 的 着 色 与 边 的 着 色 两 类 问题 ,然而 边 的 着 色 问题 可 以 转换 为 相应 的 点 
的 着 色 问 题 . 例如 要 对 图 7-6-1 的 诸 边 ( 实 线 的 边 ) 进 行 着 色 , 要 求 与 同一 顶点 关联 的 边 有 
不 同 的 颜色 。 

对 应 于 图 7-6-1 的 图 , 作 一 图 使 满足 下 列 条 件 : 

(1) 图 7-6-1 的 每 一 条 边 设 为 5) 对 应 一 顶点 ( 设 为 zi 

(2) 当 图 7-6-1 的 两 条 边 oe, 有 一 共同 顶点 时 , 则 过 ww 点 引 一 条 边 ,结果 得 一 图 
7-6-2 即 图 7-6-1 的 虚线 图 。 


ч 


9 7-6-1 


v. 


BH 7-6-2 


下 面 我 们 来 讨论 色 数 及 其 性 质 ， 

对 图 G=《V ,E) 的 所 有 顶点 进行 着 色 , 后 面 若 不 特别 说 明 , 都 是 指使 相 邻 的 两 顶点 有 
不 同 的 颜色 。 对 图 G—O ,号 ) 的 顶点 Y 进行 着 色 所 需 最 少 的 颜色 数目 用 ХСС) 表示 , 称 为 
是 图 G 的 色 数 。 显 然 有 

D BIG FURSIGE БАН 

D ”个 顶点 的 完全 图 G 有 y(G)=m 

(3) EAG 是 个 顶点 的 回路 时 , 则 
2, ^ 为 偶数 ; 

x(G) = 3, n 为 奇数 。 
(4) 图 G 是 顶点 数 超 过 1 的 树 时 ,X(C) 一 2。 
(5) 若 图 G 是 二 分 图 ,出 X(G) 二 2。 


定理 图 G==(V,E) 的 色 数 X(G) 一 2 的 充 要 条 件 是 : (a) E>: (b) G 不 存在 边 数 
为 奇数 的 回路 。 

证 明 若 G 是 连通 图 , 且 不 存在 边 数 为 奇数 的 回路 . 任 从 图 G 中 找 一 标 树 了 ,显然 作 
为 G 的 子 图 了 有 X(T)=2。 

在 树 了 上 每 加 一 条 余 树 边 时 , 便 获 得 图 C 的 一 条 回路 。 根据 图 G 不 存在 边 数 为 奇数 
的 回路 , 故 所 有 余 树 边 的 两 端点 颜色 不 同 。 这 就 证 明了 若 图 G 设 有 奇数 边 的 回路 时 ,X(C) 
一 2。 反 之 , 若 图 G 有 麻 数 边 的 回路 时 ,XC(G) 之 3。 证 毕 。 

定理 #BG=(V.E), domexidGu }, 

则 х(0)<а+1. 

证 法 1 只 要 证 对 于 这 样 的 图 ,4 十 1 种 颜色 足够 了 ， 任 取 一 顶点 ,着 以 4+1 种 颜色 
中 某 一 颜色 ! 再 取 另 一 个 未 闭 色 的 顶点 ,着 以 与 相 邻 已 着 色 的 顶点 不 同 的 颜色 。 由 于 邻近 
的 顶点 最 多 只 有 4 个 , 故 这 个 颜色 总 是 可 以 找到 的 。 继 续 这 个 步骤 直到 所 有 的 项 点 都 着 
上 颜色 为 止 。 定 理 证 毕 。 

证 法 2 这 个 定理 还 可 以 利用 归纳 法 来 证 明 。 设 xA1V1。 显然 7 二 1 时 ,图 G 只 有 一 
顶点 ,此 时 < 一 0, 而 X(G) 一 1, 定 理 成 立 . 假设 定理 对 |Y1 一 “一 1 时 为 真 若 从 图 G 中 去 掉 
一 顶点 v1 及 以 w 点 为 顶点 的 所 有 边 , 得 一 子 图 G, 一 (V1,E1)。 根据 假设 XCG Sd 1,6 
Ф 4 = max dCi), 但 di<d, 故 有 X(G Sd ri. 设 用 4 十 1 种 颜色 对 子 图 С, же. E 
Лај ба) = ban, n v m BE er a SHENAE va, eae eos ACETATE ES. ER <a 故 从 
А+ ВЕРЖИ scs ос 以 外 的 颜色 , 设 为 c+ 给 zx 着 上 c++ 即 可 。 定 理 证 
ж, 

下 面 给 出 图 的 项 点 着 色 的 算法 。 假 定 图 C 的 顶点 为 


v), vua FORE BILE М een cs。 " Қ 
(2 =81,2,-- a FE Cim Fete) jl. " 
(D # RC, 的 第 一 个 颜色 ,给 zw 3 В, ^ 
(3) V a> Er; fl z, 相 邻 则 作 ^ 
ССС jj RAD. "X 


(4) E jen 则 转 (2)， 否 则 转 (5) 。 
(5) 输出 各 顶点 的 颜色 ,停止 。 
看 一 个 例子 , 见 图 7-6-3(a)。 

这 里 必须 说 明 一 下 ,下 面 的 (1), 《2),(3) ,表示 执行 算法 中 的 步骤 (1),(2),(3)。 
(D C= (a), Gm Goals C= eese. jr. 

(2) m 点 着 以 a。 


(3) € le C = Uses) Cam (acna „Со Fere ta eso 


Ce= (азсззсзвв исе) Com iro sciscots tier) 20 
(2) zs 着 以 с. 
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(3) 由 于 S В, С, (a). j—3. 

(2) z; Ж сз. 

(3) so S vs ARAB Са acna, Com Fasten) ја. 
D о, 着 以 ci。 

(3) usu Жо, 相 邻 , 故 


C 9 (sea es Cu — Laits stats e ЖАБ. j—5. 
(2) vs 着 以 cz。 


(3) о, 5 vi IAE С, (cvctvesvcsj。7 一 6， 
D Ж аз. 


[OPE DET S Су {eascercsscerer)。 JET. 
02v 着 以 cy 一 8。 
(3) v, Жо, Ж Ciit Ussu Ж crit Ua Я Сз. 
本 算法 并 不 能 保证 给 出 的 着 色 方案 用 的 颜色 是 最 少 的 。 二 分 图 的 顶点 着 色 只 要 两 种 
颜色 就 够 了 ,但 用 本 算法 就 可 能 超过 ， 举 例如 下 。 
下 面 介 绍 一 种 最 大 度数 优先 的 Welsh-Pawell 
算法 。 要 求 顶点 序列 wy，…,w 满足 GO 


di) > din) 2 mdi). y Vil 
其 余 的 仍 照 算法 的 步骤 执行 。 根 据 规 定 必 须 对 顶点 
的 顺序 重新 定义 。 
ад 0, V EU UEU) VEU 
s= Vr U= Use (с) 2 6) vela) 
Ж] vs uzesos 执行 
Е 7-6-4 


а) G= Gm liebe = sns 
ail. 
(2) и Dl с, BD u, Жс Ё. 
(3) Съ e sm (ea eise es) Cu m Lea tse 一 2。 
(2) va (Bl mw) 点 着 ca。 
(3) G= (zas) Com la sese) j=. 
(2) (о) Д а 色 。 
(3) CC, C. 保持 不 变 ,j 一 4。 
(2) w( 即 ws) 点 着 c 色 。 
(3) С.С, 不 变 ,j 一 5。 
(3) u (Во) AR c 色 。 
(3) б, 不 变 ,j 一 6。 
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(2) e CHI v X FDL с; 色 ,j 一 ?7。 
(6) v CORB v) IE с, 
vi vo AE с, 
DU ICT 
"OD vo д Жо, 
OD v) RGB es 
u CB] 1%) яд с. 
还 可 以 采用 最 小 度 最 后 的 算法 , 即 取 w 为 顶点 中 度 最 小 者 , 取 PEE G) th 
度数 最 小 者 。 依 此 类 推 得 顶点 序列 
DOM 


然后 执行 算法 。 


$7 独立 集 概念 及 其 应 用 


对 图 G 一 (Y ,加 的 顶点 进行 着 色 的 结果 ,把 顶点 Y 划分 成 若干 不 相交 的 于 集 ,而 且 每 
一 子 集中 的 任意 两 点 都 不 相 邻 ,这 样 的 顶点 集合 ( 指 集合 中 任意 两 顶点 都 不 相 邻 ) 叫 做 独 
xd. 

设 图 G 的 某 一 硕 点 集合 是 独立 集 ,但 是 任意 增加 一 顶点 就 破坏 它 的 独立 任 , 则 称 这 
独立 集 为 极 大 的 独立 入 . 

极 大 独立 集 不 是 唯一 的 ,而 且 连 顶点 个 
数 都 不 尽 相 同 。 以 图 7-7-1 为 例 , (оо ооа) ЕА 
7-7-1 的 一 个 极 大 独立 集 ,然而 {oavolvasvzn) 
也 是 一 个 极 大 的 独立 集 。 " " 

顶点 数目 最 多 的 极 大 独立 集 的 顶点 数 ， “27 
表示 为 ВСС). 如 图 7-7-1 的 PCG) 一 4。 

在 介绍 独立 集 的 应 用 之 前 , 先 介绍 一 下 ^ 
图 的 乘积 的 概念 : 图 771 

Ë E M с" = (У, E”), Gn = 
"y 

Vi" = (uf? Puis 
Ve = (P, Pel 

EGGO хе — бу, ЮЖ ©, 5 G, MRE BRE: 

(a) VO = (GU, y| EVP pe ve, 

Ф) Ad СС uj?) — (GP! as Iu" € Adj Gu) 

V (GP PD f € Adj GRO) 
(Gái uf? [ui € 4430017), мє Adj Cu?) 
式 中 Adj JR] v ZUR AMI AUN. CIT IP Ka TER GI X C" I 
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个 顶点 。 


ЖИЕС ИА С=С X C, МИКАН У УЕ. ЖЕО С 的 边 包含 
如 下 几 种 情形 ; 
а) эб, йр" € Adj GU RE ZEG рсы? P € Ad j CC" 9), EG 图 
фо t3 oi? 有 边 相连 时 , 则 图 顶点 (eV cu? Er Gi" o Y DIRE 
(2) 在 G, Шр vi? € Ad j Gu?) Wl 
Gi" uf?) € АЈС? n. 
(3) 车 在 Gi Bl vi^ € Adj G4) ЕС, Bth f € дај) М 


Gj" of?) € AdjC Gf? ui), 
Bi. 
оф мө 
„оз {9 
4 с í Ç, 
оп Lm 
n Ы 
Pa "n 
G= G, xG, 
图 7-7-2 
现在 我 们 来 看 一 个 独立 集 应 用 的 例子 : 
EI b. 
а а 
а " 
as b 
a. x а a, 
a bs М 
(2) «c 
HB 7-7-3 
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图 ?7-?-3 表 示 某 一 通讯 通道 里 ,输入 端 有 五 个 符号 允许 输入 , 设 为 aaaayatyas 输 
出 端 可 以 获得 6 6; 010,0. 五 种 讯息 。 由 于 有 干扰 , 若 输 入 端 为 < 时 ,输出 端 可 能 为 1， 
也 可 能 为 2.as 同样 也 可 能 被 接受 为 5 或 <, 等 等 。 这 样 从 输出 端 输出 的 讯息 不 能 正确 地 
断定 输入 端的 讯息 . 为 了 正确 无 误 地 从 输出 端 得 到 输 和 人 端的 讯息 , 输 人 端 只 能 选取 “ez， 
anaa 中 的 若干 符号 ,而 不 能 是 它们 的 全 体 。 

显然 6(C) 一 2。 

图 7-7-3(6) 说 明 a, 可 能 和 a, 发 生 错 乱 ,也 可 能 与 as 发 生 错乱 ,as 可 能 和 a 也 可 能 和 
а 发 生 错乱 ,等 等 所 以 为 了 使 输出 端 输出 的 讯息 正确 无 误 地 反映 输 和 人 端的 讯息 ,问题 导 
致 求 图 7-7-3(6) 的 极 大 独立 集 。 例 如 选取 fa a ta at) (22.44%. 

如 果 要 传输 两 个 以 上 的 信息 时 ,就 得 采用 由 几 个 符号 组 成 的 玛 。 

从 下 胡可 以 看 出 采用 аа ›агаз азах заказ аса 这 五 个 字符 串 可 明确 无 误 地 表达 5 种 
讯息 , 即 输出 端 讯息 设 有 混 请 不 清 的 。 可 能 有 20 个 输出 各 不 相同 。 例 如 包 b 只 出 现在 第 
一 行 , 别 的 地 方 再 无 出 现 。 


HANTE 输出 端 讯 息 
аа Ыр biba bin bb 
ааз Ыр biba Ыра bd. 
ац Bis bir bibs bb 
an dub, baby biba бб, 
ва, sb. bbs ЫЫ bibs 


为 了 找 出 两 个 字符 组 成 的 使 输出 端 给 出 明确 无 误 的 讯息 问题 ,导致 求 图 GXG 的 极 
大 独立 集 。 类 似 的 理由 ,如 果 必 要 时 可 以 求 GXCGXG 的 航 大 独立 集 ,等 等 。 
前 面 介 绍 了 极 大 独立 集 的 概念 , 从 定义 可 以 看 出 ; 拒 一 个 极 大 独立 集 并 不 困难 ,从 任 
意 一 点 开始 ,然后 每 次 增加 一 点 ,保证 所 加 的 点 与 已 有 的 点 均 不 相 邻 ,这 步骤 反复 进行 , 直 
到 最 后 不 能 增加 为 止 便 得 一 极 大 独立 集 ， 下 面 介绍 一 种 算法 一 一通 过 布尔 变量 的 运算 找 
出 所 有 的 极 大 独立 集 。 
X С= V ,EE) 的 每 一 个 顶点 勾当 作 一 个 布尔 变量 ,于 是 wi 人 vw; 表示 包含 Rv 
两 点 ,这 样 图 G 的 过 wm 点 的 边 对 应 一 布尔 积 w; 人 v;。w Vu, 表示 以 下 三 种 情形 : 
(a) RERAMA он 
(6) 或 包 信 一 顶点 v1 
O RUA uu 两 点 。 根 据 以 上 约定 , 则 有 : 
(1) Матт 
(2) Луо 
《3) u V (о Лоо; 
Gu A Мао) о 
,2) 是 显然 的 ,C3) АТОО RC (Se RT HIR 


a 
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D v; PLU v VG, Au) vA GN vj) 
T T T T T 
F F F F F 
т Е Е т T 
F T F F F 
作 布 尔 表 达 式 ， 


p= V (Лед. 


espes 
Hl p P5 —18 Ло, 对 应 于 G 中 的 一 条 边 , V 是 对 所 有 的 边 求 逻辑 和 。 由 Morgan 法 则 ， 
(D Gg, AvD =5 V», 
(2) Gu, Vu) =s, Л. 
从 而 可 得 


设 
ое ФУфУ V4 
ФРЕНЕ vvo eos ЗК, INE K ih sr CIS GL CERT Я Bi РИН 
点 , 故 表达 式 9 在 任 一 极 大 独立 集 上 取 布 尔 值 0。 2 E p RE 0 的 点 是 独立 集 。 即 布尔 
表达 式 9 取 布尔 值 0 是 独立 集 的 充 要 条 件 。 换 句 话说 ,使 F 取 布尔 值 1 是 独立 集 的 充 要 条 
件 。 由 于 9 一 外 V 邹 V…V 和 ,只 要 其 中 任意 一 项 为 
11 设 一 1, 则 5 一 1, 故 分 别 使 98,9.,… n 取 布尔 值 ^ vs 
1 的 点 都 是 极 大 独立 集 。 
fl. 如 图 7-7-4 ^ vi 
p= (u Ax) V Go Ava) V G Au.) hd 
V G An.) V Gi) V Gu Av) ^5 
VG, Лов) V (os Avo). 图 7-7-4 
根据 Morgan 法 则 则 有 ， 
р (v, A w) А GLA w) A б Á VO A GA v) 
А G4 A v2 А (G, A v2 А (w A v А б А uo. 
= @ V 5,) А Gi, V 9) A G V v) А G, V v) 
=A G V 8) A G, V 9) A G, V 8) A (куу, 
为 了 不 致 引 起 沦 清 而 有 方便 起 见 ,vAw 可 以 直接 写成 ,wVw TER vtu Biti 
须 注意 这 是 逻辑 运算 ,必须 服从 逻辑 运算 的 法 则 。 
故 ф= (Ф,-Е%®,) (g, H) (n 3-90 (9, 3-94) 
(24,7-9,) (7, Б) Со, Бо) (Ds Sá) 


但 是 


(2, + 99) (9, + 5,)= ©® + v7, + viv, + vv. 
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(s, + 9) (os + ©) = 5, + 949 
所 以 
P= (9, + BD) (9, + D) (0, + 9105) (De + ES). 
ZA: 
(S, 十 v,7,) CU, + 0305) = ©, + v UV, + V4U,U, + 0103030,4 
€, + V9.) CA, + 949.) = DD + 010405 + 000306 000060. 
所 以 


P= (9, + 9.542, + 000, + 0100300) ` (Бү, 十 9000 十 DD + D002) 
= DD 十 000, + DDD D + 905040, 十 IU 


故 得 下 面 的 诸 极 大 独立 集 : 


[vitam (mma (m md (oid (ud. 


$8 x M Ж 


ИТЕ С= V.E), AERE TF 90 AR PEG LG HALE G 的 支配 集 , 即 G 的 任何 顶 
点 或 属于 该 集合 ,或 至 少 与 该 集合 的 一 个 顶点 相 邻 。 例 图 7-4-4 rh (s ive oi) E — £ E 
Bi (vi ,vvs} 也 是 一 个 支配 集 , {w,} 也 是 一 支配 集 。 

支配 集 也 有 其 实际 背景 ,如 要 在 vi ovs m. 这 + 座 城市 中 建 起 一 个 通讯 系统 ,为 此 ， 
要 从 这 + 座 城镇 中 选 出 几 座 来 .在 那里 建立 起 通讯 站 ,使 得 它 能 和 所 有 城市 相 邻 ,这 就 导 
致 找 数目 最 少 的 支配 集 . ETUER n 个 城镇 中 建立 起 两 套 通讯 系统 ,使 得 当 一 个 系统 出 
了 故障 时 , 另 一 套 系 统 可 以 到 而 代 之 而 不 至 于 陷于 竣 疾 要求 这 两 套 通讯 系统 不 在 同一 个 
地 方 建立 通讯 站 ,这 是 可 能 的 。 例 如 图 7-4-4 rB (o s (ооо, {v11v6} 都 是 支配 集 ,然而 
{v4 与 {v1,vs} 的 交集 为 空 。 

G= (V1,) 的 某 顶点 集合 , 苦 满 足下 列 两 个 条 件 时 称 为 图 G 的 极 小 支配 集 , 这 两 个 
iti. 

а) 本 身 是 支配 集 ; 

《2) 从 该 集合 中 任意 到 走 一 个 顶点 时 便 破坏 它 作为 图 G 的 支配 集 。 

显然 有 : 

(1) 完全 图 的 任意 项 点 都 是 一 极 小 支配 集 ; 

(2) 任 一 支配 集 必 包 会 一 极 小 支配 集 ; 

• 210 。 


D 图 G 可 以 有 若干 个 极 小 支配 集 , 其 所 含 顶点 数目 可 能 不 相等 ; 
O 极 大 独立 集 必定 是 极 小 支配 集 , 反 之 不 一 定 成 立 。 
€) 图 G 的 极 小 支配 集中 点 数 最 少 的 数目 用 «С ет, 显然 有 : 
«(Су < AG), 
下 面 给 出 找 所 有 极 小 支配 集 的 方法 。 
对 应 于 图 G 二 《V,E) 的 每 一 个 顶点 wwEV(G), 有 一 布尔 变量 vi, 以 及 布尔 表达 式 : 


а=ъ+ У) v, 


ro 
作 
#= арте = [[. 


sev 
仍 以 图 7-7-4 为 例 ， 

4 —viwtvcu: 
$—vwvTwutu, 
Фе tutus 
Фет о о-о, tust uss 
= 十 vs 十 vat 
@=u Бо +u. 
ф= Gi turtu tu) Gi du; +u) Gi Tas ty) 

Qui dt u tutustu) Go Hustu) Cv 十 ws 十 vs》。 

上 面 表达 式 中 “十 “为 遇 辑 和 , 积 为 退 辑 积 , 故 服从 逻辑 运算 法 则 ， 


шут, Vi 一 ai 


u, (uju) =u, wwe; we 


所 以 


Go; Fu ua u) Coi tutu Бо tus ue) =v Бо, devi devis 
Gui Tu; Fu) Ga vy dv) =v Huw dv. 
Cu, tustu) (Vi 二 vs 二 we) =u, Hus HY a 

é = Co vga dv) Gri Tucua u) Co es Бов) 


= Gi dv, Бо) Go dew dw? 


=ru Ho va dowd visus Puyo о 


故 得 极 小 支配 集 如 下 ， 


{ui rUs} o {Uir Ue} (оа) s (Var Us вод) 6 {Varvar vs) 


$9 色 数 的 一 种 求法 


W С= UO LED) vov; 是 属于 G 的 两 个 不 相 邻 项 点 , 现 引进 如 下 两 个 符号 : 
(1) GREB G 中 加 上 一 条 连 ww 点 的 边 所 得 的 图 : 


(2) буЛ onu, 两 点 缩 为 一 点 = 所 得 的 图 ， 即 图 G rp R.E ti vu; 关联 的 边 都 改 
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为 与 x 关联 。 
Bi. 如 图 7-9-1 «pa IER CU CDS BL Gs CO XB Guo 


vi оз 


1 uo än v 
à 


ш) G Ф) Ga [2] Ĝu 
A 7-9-1 
定理 Hu 是 图 囊 的 两 个 不 相 邻 的 顶点 , 则 图 C 的 色 数 X(G) 为 : 
XG) = min( X65) (6,0). 
证 明 只 要 证 下 面 两 个 不 等 式 
LO) 2 min[z(@)., x(G), 
XG) < min (XG (5). 
分 别 成 立 就 可 以 了 。 
先 证 第 一 个 不 等 式 。 设 k 一 r(G), 故 可 用 种 颜色 使 图 G 的 诸 相 邻 顶点 着 不 同 的 颜 
Botten 两 点 其 结果 不 外 乎 两 种 可 能 ,同色 或 异 色 . 若 wai 不 同色 , 则 色 足 以 使 图 Gi 
的 相 邻 顶点 有 不 同 的 颜色 , 故 XGC) 一 Xe 。 


Ж uw; 颜色 相同 , 则 上 种 颜色 足以 使 图 C5 的 相 邻 顶点 有 不 同 颜色 , 故 yG) x 
(G). 
HERI RICO b XG) .x(G) 两 者 中 之 一 大 , 故 比 两 者 中 最 小 的 大 。 即 
XO) 2 min (LGGD ha 


另 一 方面 ,显然 有 : 
XG) x лб), 
LO < x(G), 
所 以 
x(G) < min). 00). 
定理 证 毕 。 


上 面 定理 给 出 求 图 C 色 数 的 一 种 方法 : 

Huu 是 图 G 中 不 相 邻 的 两 个 顶点 。 vou 有 相同 颜色 的 的 着 色 给 出 G 的 一 个 着 
five 有 不 同 颜 色 的 的 着 色 给 出 忆 的 一 个 善 色 。 将 两 种 运算 重复 进行 ,直到 所 得 到 
的 图 是 完全 图 为 止 。 若 所 得 到 的 完全 图 中 最 小 的 是 大, 那么， 
x(G)=r. 


例如 : 如 图 7-9-2 所 示 : 
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/ М 
$ 
⁄ ÓN ⁄ N 
图 7-3-2 
所 以 X(G)—3, 
例如 可 用 红 , 黄 , 兰 三 色 着 色 如 图 7-9-3 所 示 ， 
红 
# # 
红 * 
图 7-9-3 
$10 & £N x 


我 们 知道 ,图 G 的 色 数 是 对 G 的 项 点 进行 着 色 所 需要 的 最 少 的 颜色 数目 。 如 果 颜 色 
的 数目 比 色 数 大 ,自然 可 以 对 项 点 着 色 , 而 且 着 色 的 方法 也 不 止 一 种 。 现 在 利用 色 多 项 式 
来 研究 这 个 问题 。 

定义 设 图 G 有 个 优点 ,4 的 多 项 式 PC 的 值 给 出 颜色 数目 不 超过 时 图 G 的 顶 
点 着 色 不 同方 案 数 , 称 PO ЫЕ С 的 色 多 项 式 。 

令 避 为 用 /种 颜色 对 图 @ 的 顶点 进行 着 色 的 不 同方 案 数 , 则 用 之 站 种 颜色 对 图 GG 


进行 着 色 , 每 次 取 ? 种 颜色 时 ,共有 m| "| 种 不 同 着 色 方案 ,其 中 | ”为 从 种 颜色 中 到 
种 的 组 合 数 。 则 有 ， 
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ЕЕ: 
即 
PA= mà + FAA D HFAA DA + 
*TMO-DG-2e-acDn. 
PORA n YER. 
两 种 特殊 情况 加 以 说 明 是 必要 的 。 


D 对 于 个 顶点 的 完全 图 G A: 
PQ) =Q DA- 2)-(4— a+. 
因 第 一 个 顶点 有 4 种 选择 方案 ,第 二 个 项 点 只 有 1—1 种 选择 方案 ,如 此 等 等 ,依次 类 推 ， 
可 得 第 = 个 顶点 有 4 一 a 二 1 种 选择 方案 , 故 
PQ) = АА 1) 20-04 н + D. 
(2) BG Jë n МИА, WI 
PQ) = КА 10)". 
这 个 结果 是 显然 的 。 
定理 тоо 是 图 G 的 不 相 邻 二 顶点 ,而 P164) 是 图 GG 的 颜色 多 项 式 , P,(A) Ë Bl 
Gi 的 色 多 项 式 , 则 图 的 色 多 项 式 为 : 
PO) = PO) + PO. 
证 阴 用 1 种 颜色 对 C 的 顶点 进行 着 色 ,其 结果 可 分 为 两 类 ,一 是 ww 两 顶点 不 同 
EE uv 点 同色 .前 一 种 有 Р, (4) 种 方案 ,后 一 种 有 РСА) 7736, ME vu 二 顶点 有 
不 同 颜 色 的 着 色 方案 数 等 于 图 @ 的 着 色 方案 数 ,使 ww; 二 顶点 有 相同 颜色 的 方案 数 等 


于 图 Gy 的 着 色 方案 数 。 所 以 


PA = PO) + P,O0 , 
定理 证 毕 。 . 
例如 :如 图 7-9-2 所 示 的 图 G,“ 树 叶 " 上 的 图 都 是 完全 图 ,其 中 5 阶 完全 图 :1 个 ,4 阶 
完全 图 3 个 ,3 阶 完全 图 3 个 。 根 据 个 顶点 的 完全 图 的 色 多 项 式 为 : 
A4 — DG — 2): (4 н + 1) 


所 以 
РОу= АА – DA-DA- 2(—4) +AA- DO — 2) (А — 3) 
+ АСА 1) 04 — 2) 
= АА DQ — 2) (0 — 44 + 4), 


$11 色 数 问题 应 用 举例 


图 7-11-1 是 一 电路 图 如 要 设计 一 印刷 电路 板 , 印刷 电路 板 是 在 绝缘 板 内 租 入 导 
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线 , 故 在 同一 板 内 不 允许 两 根 导线 在 接点 以 外 的 地 方 交叉 ， 问 最 少 要 分 成 几 层 印刷 电 


路 板 ? 
PEE 2 
ca 6 5з ба 


3 
«eo &° 


H 7-11-1 Щ 7-11-2 


7-11-1 #090 eiie en ses 分 别 对 应 于 顶点 min eve eo; 两 条 边 在 接点 以 外 
交叉 时 , 则 过 wui 点 引 一 条 边 ,得 图 7?-11-2。 该 图 的 色 数 为 3。 如 图 7-11-2 所 示 可 用 c+cs， 
а 三 色 对 顶点 进行 着 色 。 

由 于 ооо озо 着 同一 色 ci ü saeva 着 以 cs fos 点 着 cs a К ar ey. ез, езе, 
在 同一 层 印刷 电路 板 上 ,如 图 7-11-3 Ree e 在 另 一 层 印刷 电路 板 上 , 如 图 7-11-3 
С) BE ves 在 第 三 层 印 刷 电 路 板 上 ,如 图 7-11-3(ce) 所 示 。 

三 层 印刷 电路 板 组 成 电路 如 图 7-11-4 所 示 。 


B 7-11-3 Ж 7-11-4 


* 215 • 


$12 PERT 图 法 


PERT 是 Program Evaluation Review Technique 的 缩写 , 意 即 * 计 划 审 核 技术 "。50 
年 代 美国 一 项 尖端 武器 研制 工作 ,参加 的 单位 数 以 干 计 。 为 了 安排 并 协调 研究 工作 的 进 
行 ,提出 的 一 种 技术 ,结果 使 得 该 任务 比 原 计划 大 大 地 提前 完成 了 。 从 此 PERT 图 法 成 了 
安排 并 领导 许多 科研 和 生产 任务 一 种 的 有 效 的 方法 。 与 PERT 图 几乎 同时 提出 的 有 杜邦 
公司 的 关键 路 径 法 ,也 称 CPM 法 。CPM 是 Critical Path Method 的 缩写 。CPM 法 和 
PERT 法 是 基本 相同 的 ,可 称 是 异 途 同 归 了 。 
一 项 大 的 或 比较 大 的 任务 ,总 可 以 按 其 完成 工作 的 顺序 分 解 成 若干 作业 ,并 用 一 有 向 
图 来 表示 。 这 个 图 便 是 PERT 图 .图 中 每 一 条 有 向 边 表达 一 种 作业 , 边 上 的 权 是 完成 该 作 
业 所 需 的 时 间 。 图 中 的 顶点 表示 工作 的 阶段 ,如 图 7-12-1 所 示 , 其 中 共有 11 项 作业 组 成 
的 。 
PERT 图 只 有 一 个 入 度 为 零 的 硕 点 <, 如 图 7-12-1 中 的 1" 点 ,表示 任务 开始 阶段 ;一 
个 出 度 为 0 的 顶点 z, 即 标志 着 任务 的 结束 ,如 图 7-12-1 中 的 “9 点 。 开 始 和 结束 是 任务 的 
两 个 特殊 阶段 。 从 图 7-12-1 来 看 ,到 达 “5" 点 有 两 条 道路 ,一 是 通过 a 和 ai,, 总 长 度 为 6 十 
1=7; 一 是 通过 a 和 as, 总 长 度 为 4 十 1 一 5。“5" 和 标志 着 作业 a, M árra: 和 as 全 部 完成 后 ， 
才 开始 ay 和 as 作业 的 阶段 。“5? 这 个 阶段 开始 的 时 间 必 须 在 作业 a, 和 a, 都 完成 之 后 , 即 
任务 开始 后 7 个 单位 时 间 以 后 ,从 图 上 来 看 即 求 从 “1" 点 到 “5" 点 的 最 长 路 径 。 


图 7-12-1 


指导 一 项 大 的 任务 要 做 到 胸中 有 数 , 第 一 个 数 便 是 “每 一 阶段 的 最 早 开始 的 时 间 ”, 即 
求 从 开始 点 z 到 各 顶点 的 最 长 路 径 。 比 如 图 7-12-1 中 从 开始 点 "17? 到 “8” 点 有 3 条 路 径 ， 
其 中 以 "1” 一 “2”->“5” 一 “8" 路 径 最 长 , 故 “8" 点 这 个 阶段 应 在 任务 开始 后 14 一 6 十 1 十 7 单 
位 后 才 可 开始 。 
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从 始点 = 到 终点 z 也 有 一 条 长 度 最 长 的 路 径 , 称 为 关键 路 径 . 关键 路 径 上 的 作业 对 能 
否 按 计划 完成 任务 ,关系 重大 。 关 键 路 径 法 也 因此 得 名 ,也 就 是 抓 “关键 "作业 的 意思 。 要 
做 到 胸中 有 数 ,首先 要 和 弄 清楚 ,哪些 是 关键 ? 图 7-12-1 中 有 两 条 这 样 的 路 径 : 


al" e am e ph. unn g", 


ар" Man e “5” — “8” — “g”, 


8 7-12-2 
£11 E BERUS 11, MAMES ЕЛА 11 个 单位 时 间 。 


可 以 利用 第 三 章 第 一 节 中 求 最 短路 径 的 方法 , 求 从 始点 = 到 各 点 的 最 长 路 径 。 以 图 7- 
12-4 为 例 。 计 算 过 程 见 图 7-12-4。 最 后 每 个 顶点 都 有 一 个 数 ,也 就 是 各 阶段 开始 的 时 间 。 


图 1-12-53 


要 做 到 “胸中 有 数 ”, 还 必需 弄 清楚 各 阶段 最 晚 开始 时 间 , 再 晚 将 影响 全 局 。 为 此 求 各 
点 到 终点 的 最 长 路 径 。 算法 ( 见 图 7-12-5C4)) ,最 后 每 一 个 顶点 也 都 有 一 个 数 ,用 22, 这 
个 任务 完成 所 需 的 时 间 喊 去 各 顶点 的 这 个 数 , 便 得 各 阶段 最 晚 开始 时 间 。 图 7-12-5(5) 中 
各 顶点 有 一 数 对 ,第 1 个 数 是 最 早 开 始 时 间 , 第 2 个 数 便 是 阶段 的 最 晚 开始 时 间 。 并 不 是 
这 两 个 数 都 是 一 样 的 , 比如 “4" 点 这 一 对 数 为 (6,17) , 即 该 阶段 最 早 不 得 早 于 开始 后 的 6 
单位 时 间 ; 最 晚 也 不 得 晚 于 17 单位 时 间 , 从 6 一 17 这 段 缓冲 时 间 为 17 一 6 一 11。 同 样 “7” 
点 最 早 开 始 时 间 为 15, 最 晚 开 始 时 间 为 19, 缓 冲 时 间 为 19 一 15 一 4。 

其 它 各 点 最 早 开始 时 间 和 最 晚 开 始 时 间 相 同 .但 仔细 分 析 各 个 作业 ,将 不 难 发 现 傅 况 
各 异 ,“2" 点 和 “5” 点 作为 阶段 ,最 早 开始 时 间 和 最 晚 开始 时 间 是 相同 的 ,但 (2,5) 边 的 长 为 
4, 它 作为 作业 ,不 一 定 在 8 单位 时 间 开始 , 它 只 要 保证 在 17 单位 时 间 内 完成 就 可 以 了 .这 
里 8 和 17 分 别 是 “2" 点 和 5" 的 最 晚 开 始 时 间 。(2, 5) 这 个 作业 实际 上 只 要 保证 不 晚 于 


17—4—13 单位 时 间 开 始 就 可 以 了 。 作 业 的 缓冲 时 间 为 13 一 8 一 5 单位 时 间 。 
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一 般 来 说 A, B 两 端点 的 作业 。，:(e) 蚌 作业 完成 所 需 的 时 间 ;4(e4,44) 表 阶段 4 最早 


开始 时 间 为 et, 最 晚 时 间 为 4。 同样 理解 B(ea,ls) 。 
Абед) 160) B(es+la) 


ИЕМЕ e= CA, B) fee ИЙНЕ al 
la—t(e)—ea, 

因此 每 个 作业 也 有 一 对 数 偶 , 第 1 个 数 是 完成 所 逢 的 时 间 , 第 2 个 数 是 它 的 缓冲 时 间 , 如 
图 7-12-5(<) 所 示 。 

不 难 发 现 有 些 边 它 的 第 2 个 数 是 0, 即 没有 缓冲 时 间 , 如 

(1,3), (3,2), (2,6), (6,5), (5,8) 

边 。 由 这 些 边 组 成 的 从 “1” 点 到 “8” 的 路 径 , 称 为 关键 路 径 。 

PERT 图 上 每 个 顶点 ,每 条 边 都 有 两 个 数 , 它 的 意义 已 叙述 于 前 :无疑 它 对 于 如 何 协 
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(8,8) 4 (17,17) 


N L^ 


(6,17) (05,19) 


[©] 


2(8,8) (4,5) 5(17,17) 


160,0) 


8(22,22) 


4(6,17) 7015,19) 


G 


H) 7412-5 


调 各 项 作业 的 进展 是 有 作用 的 。 
在 完成 大 的 项 目 时 , 既 要 保证 关键 作业 的 按 计 划 实现 ,又 要 避免 用 的 人 力 物 力 ,运输 
等 过 于 集中 在 某 一 段 时 间 , 造 成 紧张 局 面 ,进行 调节 的 只 能 是 有 缓冲 时 间 的 作业 了 。 


$13 强 连 通化 问题 


近代 化 城市 为 了 解决 交通 阻塞 现象 ,采用 了 单行 道 的 拱 施 ,也 就 是 说 每 一 条 街道 都 给 
© 219° 


了 车 辆 行驶 方向 。 但 是 必须 做 到 从 任何 一 交叉 点 到 其 任 一 交叉 点 都 有 道路 相通 。 也 就 是 
可 构造 一 城市 街道 交通 图 如 下 ,图 的 项 点 是 街道 的 交叉 点 ,每 条 街道 是 图 的 边 。 对 这 交通 
图 给 以 方向 得 一 有 向 图 G 一 (Y E) .无疑 这 样 的 图 必须 是 强 连 通 图 . 下 而 给 出 一 算法 对 图 
G= (Y,2) 的 边 给 定 方向 ,使 之 成 为 一 强 连通 图 。 假定 图 G 是 连通 的 ,而 且 不 存在 “ 桥 ”, 也 
就 是 消去 任何 一 条 边 都 不 至 于 破坏 它 的 连通 性 。 下面 的 算法 是 属于 Hopcroft-Tarjan。 


A 
合 。 


明 。 


1L ,U—VNu AE. 


D w 是 图 G 的 任 一 顶点 ,给 z Db e Lelu, СУМ, A—@, Kael. 
D ш E L rp ARKKA Во 和 属于 的 点 8,160) (G0 +1, 
L—LU u) UUN iu} о В v F e H É AAU (CCr i 9. 
(3) 若 上 所 VV ,重复 (2) ,否则 转 (4) 。 
CD 对 所 有 未 给 方向 的 边 (r,y) 以 方向 , 若 信 7) 之 Ly), 则 从 工 指向 y, 结 束 。 
算法 中 上 是 已 给 标号 点 的 集合 ,U 是 未 给 标号 的 点 的 集合 ,4 是 已 给 方向 的 边 的 集 


举例 如 图 7-13-1, 必 须 说 明 下 面 的 (1) 表 示 执 行 算法 中 的 步骤 (1) ,C2) 也 类 似 不 另 说 
D HE v, 作为 标号 过 程 的 第 一 个 点 ,i 人 v4) 一 


(2) Ew €U.B Sv Wo) —2, 


Lv en) UM bonam). 


f Gn o ELA vi mes WH É A Соно) ш v 


(2) LXV ,返回 (2), 选 v3,v 5j > Ж, 


10) 7L (i)  1— 3 L7 (vi va v) LU m (os 
md lC o ДА vires 的 方向 ， vr va 
Ai Gus Go). 


(2) XE ustu 0 1-4, 


L— (una vim Um ost tms 
Ж Ga v OXLELM v. 到 v. 的 方向 。 


Ac dO wr Gus Guo). 


OD Xu) =) 01-5. 
L-— mm ут} Um (s vs Uat o 
Zril Co, e БАУ, vs 到 о, 的 方向 。 
A= (ve (0203) Qm) (00082), 


(D 这 时 m 是 与 未 标号 点 相 邻 有 最 高 标号 的 点 , 故 选 CU A NC Gu) Lr) + 


1=4,L= {тат}, = (uu), FG D WAA vs 到 vs 的 方向 ， 


A= (Co) su2) a Coasta) a (оуу), Carta) (0295) 1, 


(2) 这 时 xs 是 与 未 标 是 点 相 邻 有 最 高 的 标号 的 点 , 故 选 与 o, 点 相 邻 的 未 标号 点 ww， 
IG) —1G3) +-1=5, L= (u, u, U= ub). 


给 (wz 以 从 到 wi 的 方向 ， 


A= (Со оло), Cuita) s Созо) Сомов) Созо). Совет) 
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《2) wv 是 与 未 标号 点 w ABIR Ө ЖЕҢИН А.Д (08) 100 +1=5,1=У, 
D=@. Айо, ua) DUA vs 到 wn 的 方向 。 
A= { (злот), Ст» ушл), Сао), CUa a) s (тузт, Cus tr) a Сарез) } , 
(4) 给 未 给 方向 的 边 (ol sv Gne Corws) Gro Goa) Cos ua) AD I] —# 
从 标号 高 的 点 指向 标号 低 的 点 。 结 果 得 图 ?-13-2。 


2.02) 2103) »X (4) 


ACH ms) 
wl) 


m) w (6) 
Щщ lel 


可 以 证 明 只 要 图 G 是 没有 桥 的 连通 图 ,Hoperoft-Tarjan 算法 总 可 以 给 出 一 个 强 连 通 
的 有 向 图 ,也 就 是 算法 的 正确 性 。 证 明 方法 也 是 构造 性 的 。 证 明 留 作 作 业 。 
3 а 
аса е, f TAA AB iR— NB ER т РЕ. EAA bed 三 人 有 过 工 
作 联 系 , 则 用 {bc,d} 表 之 。 其 余 四 个 单位 分 别 为 to,e fl. lab. fl lab, d fl ба, 
cj]。 若 到 一 单位 去 检查 工作 的 人 必须 和 该 单位 没有 联系 的 人 , 问 应 如 何 安排 ? 
. BAHA BCD 四 种 材料 造 1 ,1 ,IE,RN 四 种 产品 的 成 本 矩阵 如 下 ， 
4199 6 59 73 
B|73 15 93 87 


С |67 93 13 81 


DIG 79 86 26 
1 T E V 


问 哪 种 方案 使 成 本 最 低 ? 假定 一 种 材料 仅 用 作 某 种 产品 而 不 再 用 于 其 它 产 品 。 
。{acesbewdab,db,be} 这 五 个 信息 希望 分 别 用 它们 组 成 字母 中 的 一 个 来 表示 , 回 这 是 否 
可能? 应 如 何 安排 ? 

4. 设 A= Сар) AEREE mcn ЇЇ Н. А 每 行 都 有 个 1 元素 ,而 每 列 1 元 素 的 个 数 
不 超过 个 , 则 有 4 二 Pi 十 ,十 … 十 Pi, 其 中 Р, 也 是 加 Xa 的 布尔 矩阵 ,每 行 有 一 个 1 
元 素 ,每 列 的 1 元 素 个 数 不 超 过 1 个 。 

EI TS 

. 试 证 9 个 顶点 17 条 边 的 平 而 图 不 可 能 用 两 种 颜色 对 图 的 域 进行 染色 ,使 得 相 邻 的 域 
不 同色 。 

. 试 求 下 图 的 所 有 的 极 大 独立 集 。 
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e 


p p 


E 
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8. 试 求 上 图 的 所 有 极 小 支配 集 
9. 斌 证 4 个 顶点 的 树 的 色 多 项 式 为 : 
РО) = ХА 1)", 
10. ЗРО) 240! —631H-80QUO Kc QUO E n—3 次 多 项 式 , 试 证 PC) 不 是 平面 图 的 色 
fn. 
ll. 现 有 7 台 机 器 ,加 工 7 项 任务 ,P 为 利润 矩阵 ， 


3554128 
5 7 7 6 5 4 6 
2022221 

Р= |2 4 44 3 2 4|= (P,) 
1213131 
68 853 878 
24410838 


其 中 PIOS i 台 机 器 加 工 第 j 项 任务 的 利润 。 试 求 最 佳 匹 配 使 利润 达到 最 大 。 即 每 
台 机 器 都 加 工 一 项 任务 ,使 和 泣 总 和 达到 最 大 。 
12. #11 题 中 的 矩阵 是 费用 矩阵 , 问 应 如 何 匹 配 使 费用 达到 最 少 。 
分 别 利用 S 6 节 介 绍 的 点 着 色 算法 ,最 大 度 优 先 算法 ,最 小 度 最 后 算法 对 下 图 进行 着 
色 。 
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图 习题 13 


14. 用 86 节 的 三 种 算法 对 下 图 进行 着 色 。 
15. 利用 Hoperoft-Tarjan 算法 求 下 图 的 强 连通 方向 。 
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16. 


в 


я 习题 14 


ve vs 


[LIEF SC 图 FAH 

对 没有 桥 的 连通 图 G= (V , E) БҮ JH Hoperoft Tarjan 算法 得 一 有 向 图 G, 证 下 列 结论 成 

立 。 

(a) 3 G 的 所 有 的 顶点 都 得 到 标号 。 则 集合 4 给 出 G 的 支撑 树 工 。 

Ф) 集合 A 中 的 边 不 存在 两 端点 有 相同 的 标号 /的 值 。 

(с) GOWEBLT A MT G 的 支撑 树 , 试 证 第 一 个 给 标号 的 号 是 这 个 支撑 树 的 树 根 ， 
也 就 是 说 它 是 所 有 项 点 的 “祖先 ”。 

D Во С 上任 一 点 ,但 非 第 一 个 标志 点 ,tv,w) 是 4 中 一 条 边 ,T' 是 以 zx МОН 
先 ” 的 支撑 树 工 的 子 树 , tw, 不 是 桥 , 试 证 必 存 在 某 点 wET' w 和 不 属于 并 的 
点 工 相 邻 ,而 且 边 (co,z) 给 的 方向 是 从 z A r 点 是 的 “祖先 ”。 

《eu 是 人 如 图 上 非 支撑 树 根 节 点 的 任意 一 点 则 z 有 可 达 的 “ 宜 先 "节点 。 

CO 支撑 树 的 根 节点 + 是 图 忆 上 任 一 点 都 可 到 达 的 点 。 这 就 证 明了 已 是 强 连 通 的 。 
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